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CÁLCULO III – ENGENHARIAS – 2° SEM/2001 – AULA 12

MÁXIMOS E MÍNIMOS DE FUNÇÕES DE DUAS VARIÁVEIS

TEOREMA DO VALOR EXTREMO
         Da mesma forma estudada no Cálculo II, vamos citar o Teorema do Valor Extremo para funções de duas variáveis.


         Seja f(x,y) uma função contínua em um conjunto fechado e limitado R, então f possui tanto

      máximo quanto mínimo absolutos em R .

EXTREMOS 

         No curso de Cálculo II aprendemos a determinar MÁXIMOS e mínimos de funções de uma variável. Hoje vamos, utilizando técnicas análogas, começar a aprender a determina-los a partir de funções de DUAS variáveis.

         Analisando um gráfico de uma função f de duas variáveis, podemos notar pontos altos e baixos em suas vizinhanças imediatas. Tais pontos são chamados de máximos e mínimos relativos de f, respectivamente.

         O mais alto máximo dentro do domínio de f é chamado de máximo absoluto.

         O mais profundo mínimo dentro do domínio de f é chamado de mínimo absoluto.


Vamos defini-los, portanto, da seguinte maneira :

(Seja a função f(x,y), dizemos que ela possui máximo relativo em um ponto P ( x0, y0 ) se   existe um círculo centrado em P de modo que f(x0,y0) 
[image: image1.wmf]³

 f(x,y) para todo ponto ( x, y ) do domínio de  f no    interior   do   círculo,   analogamente,     ela      possui      um    máximo  absoluto   em P   se  f(x0,y0) 
[image: image2.wmf]³

 f(x,y) para todos os  pontos  ( x, y ) do domínio de f.

(Seja a função f(x,y), dizemos que ela possui mínimo relativo em um ponto P ( x0, y0 ) se   existe um círculo centrado em P de modo que f(x0,y0) 
[image: image3.wmf]£

 f(x,y) para todo ponto ( x, y ) do domínio de  f no    interior   do   círculo,   analogamente,     ela      possui      um    mínimo  absoluto   em P   se  f(x0,y0) 
[image: image4.wmf]£

 f(x,y) para todos os  pontos  ( x, y ) do domínio de f.

Obs. : Complementando o que já foi  definido, se a função possui máximo ou mínimo relativo, dizemos que ela   possui extremo relativo no ponto,  e se ela possui máximo ou mínimo absoluto, diz-se que ela possui extremo absoluto no ponto.

DETERMINAÇÃO DOS EXTREMOS RELATIVOS 

         Para determinarmos os extremos relativos, verificamos que a função f tem derivadas parciais de primeira ordem contínuas em ( x0, y0 )  e que f( x0, y0 ) é extremo relativo de f, daí tem-se o plano tangente ao gráfico de z = f ( x, y ) em ( x0, y0, z0 ) paralelo ao plano xy com equação z = z0.

         Os pontos críticos de f são aqueles onde as “parciais” de primeira ordem são zero ou f não é diferenciável, daí temos a definição :


                ( Seja f uma função de duas variáveis, o ponto ( x0, y0 ) é chamado de crítico se 
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ou se uma ou ambas derivadas parciais de  primeira 

            ordem não existirem em ( x0, y0 ).

Exemplo :

( Seja f (x,y) = 1 + x² + y², com x² + y² 
[image: image7.wmf]£

 4. Ache os extremos de f .

Resolução :

     Temos x² + y² 
[image: image8.wmf]£

 4 o disco fechado R de raio 2 e centro ( 0, 0 ) no plano xy.

Daí, pela última definição :
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     ( x, y ) = ( 0, 0 ) , logo f(x,y) = f (0,0) = 1

        
[image: image12.wmf]0

)

,

(

0

0

=

¶

¶

y

x

y

f

                             2y = 0                                                          

Veja o gráfico :
PONTO DE SELA

         Um ponto P ( x0, y0, f(x0,yo) ) é chamado de Ponto de Sela se 
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 EMBED Equation.3  [image: image14.wmf]0
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, mas porém, a função não possui  nem mínimo nem máximo relativo no ponto, pois numa direção ele se comporta como máximo e noutra como mínimo.

         Veja o gráfico abaixo da função z = y² - x²  no ponto P ( 0, 0 ) temos f ( 0, 0 ) = 0 comportando-se como   máximo na direção de x e como mínimo na direção de y e note o formato do gráfico que lembra uma sela.

TESTE DA SEGUNDA DERIVADA  ( Para extremos relativos ou locais )


                  ◙ Seja f uma função de duas variáveis dotada de derivadas parciais de  segunda 

                  ordem contínuas em um círculo centrado em um ponto crítico ( x0,y0 ) , temos o

                  discriminante D ...


D = 
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               Se ...

                   ♦ D > 0  e 
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2

x

f

¶

¶

 > 0  então, f  tem  mínimo relativo em ( x0, y0 ) .

                   ♠ D > 0  e 
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 < 0  então, f  tem  máximo relativo em ( x0, y0 ) .

                   ♥ D < 0 então, f  tem ponto de sela em ( x0, y0 ) .

                   ♣ D = 0  então, nada podemos concluir .

Exemplos :

1 )   Determine todos os pontos extremos e pontos de sela da função f(x,y) = 3x² -2xy + y² - 8y.

Resolução :

● 
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● Substituindo x da primeira derivada na segunda ... 
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● Substituindo y em x da primeira derivada ...
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, portanto temos P ( x0, y0 ) = P (  2, 6 ) Único Ponto Crítico .
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D = 
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D = 8 .


        D = 8 > 0

●                                  Temos  portanto Mínimo Relativo . 

       
[image: image30.wmf]2

2

x

f

¶

¶

 = 6 > 0

●   Logo  f ( 2, 6 ) = -24  então o ponto P’ ( 2, 6, -24 ) é Ponto de Mínimo Relativo  de f.

2 )  Idem para z = 4xy – x4 – y4 .

Resolução :

● 
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● Substituindo y da primeira derivada na segunda ... 
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●   Logo, temos, para ...


                                                 x  = -1              x  = 0                   x  = 1              
                                                 y = x3   
y = x3
              y = x3
                                                 y = (-1)3                 y = (0)3        
    y = (1)3
                                                 y = -1               y = 0                    y = 1


                                                                  P  ( -1, -1 )

 Por tanto, temos  os pontos críticos :     Q ( 0, 0 )

                                                                  S  ( 1, 1 )
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● Como temos mais do que um ponto crítico, vamos montar uma tabela ...

	Ponto Crítico

( x0, y0 )
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	D =
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	Conclusão

	( -1, -1 )


	-12 < 0
	-12
	4
	-12 . (-12) - 4² = 128 > 0
	Máximo

Relativo

	( 0, 0 )


	0
	0
	4
	0 . 0 . – 4² = -16 < 0
	Ponto

de

Sela

	( 1, 1 )


	-12 < 0
	-12
	4
	-12 . (-12) - 4² = 128 > 0
	Máximo

Relativo



                                                                                            P’ ( -1, -1, 2 ) Ponto de Máximo Relativo .

●  Aplicando os pontos críticos na função f (x,y) temos :          Q’ ( 0, 0, 0 )   Ponto de Sela .

                                                                                                     S’ ( 1, 1, 2 )   Ponto de Máximo Relativo .

NOTA :

         Vimos nos Exemplos 1 e 2 que ao determinarmos os pontos  de máximo e mínimo relativos encontrávamos um ponto P 
[image: image47.wmf]Î

 R². Na verdade o que ocorre é que para este P ( x0, y0 )  vamos associar um ponto P’ ( x0, y0, f ( x0, y0 ) ) onde f ( x0, y0 ) é o verdadeiro extremo máximo ou mínimo.

         Daí :

                                               f (x, y )  = 3x² - 2xy + y² - 8y  

◙  No exemplo 1, temos : 

                                               Mínimo Relativo em P ( 2, 6 )

Logo temos :  f ( x0, y0 ) = f ( 2, 6 ) = 3.2² - 2.2.6 + 6² -8.6 = 12 – 24 + 36 – 48 
[image: image48.wmf]Û

 f ( 2, 6 ) = -24, portanto temos um ponto no espaço P’ ( 2, 6, -24 )  com  z = f ( x0, y0 ) = f ( 2, 6 ) = -24  ( MÍNIMO RELATIVO ) .

                                                z  = 4xy - x4 – y4 

◙  No exemplo 2, temos :      Máximo Relativo em P ( -1, -1 )
                                               Sela em Q ( 0, 0 )

           
                                 Máximo Relativo em P ( 1, 1 )

Logo  :

◙  Para  P ( -1, -1 )  temos  z = 4. (-1).(-1) – (-1)4 – (-1)4 = 4 – 1 – 1  
[image: image49.wmf]Û

 z = 2 .

            
[image: image50.wmf]\


P’ ( -1, -1, 2 )  é PONTO DE  MÀXIMO RELATIVO  de f .

◙  Para  Q ( 0, 0 )  temos  z = 4. (0).(0) – (0)4 – (0)4 = 0 – 0 – 0  
[image: image51.wmf]Û

 z = 0 .

            
[image: image52.wmf]\

Q’ ( 0, 0, 0 ) é PONTO DE  SELA . 

◙  Para  S ( 1, 1 )  temos  z = 4. (1).(1) – (1)4 – (1)4 = 4 – 1 – 1  
[image: image53.wmf]Û

 z = 2 .

     
[image: image54.wmf]\

S’ ( 1, 1, 2 ) é PONTO DE  MÀXIMO RELATIVO de  f .

EXERCÍCIOS :
Baseando-se  nestas adaptações, vamos fazer os exercícios seguintes . . . 

1 )    Localize todos os  máximos e mínimos relativos e pontos de sela de :

        a )   f ( x, y )  = ( x – 2 )2 + ( y + 1 )2.

        b )   f ( x, y )  = - x2 – y2 – 1.

        c )   f ( x, y )  = x + 2y – 5.

2 )   Idem para f ( x, y ) = x2 + y2 – 6x + 4y + 13.

3 )   Idem para f ( x, y ) = x2 + 2y2 – x2y.

EXERCÍCIOS EXTRAS :                                                           RESPOSTAS :

1 )   Idem para f ( x, y ) = 3x2 + 2xy + y2 .                                       P’ ( 0, 0, 0 )     Pto. Mín. Rel.      

2 )   Idem para f ( x, y ) = y2 + xy + 3y + 2x + 3 .                            P’ ( 1, -2, 1 )    Pto. De Sela
3 )   Idem para f ( x, y ) = x2 + xy + y2 - 3x .                                    P’ ( 2, -1, -3 )    Pto. Mín. Rel.   

4 )   Idem para f ( x, y ) = x2 + y2 + 2.x-1.y-1.                                    P’ ( -1, -1, 4 ) e Q’ ( 1, 1, 4 ) Ptos. Mín. Rel.   
5 )   Idem para f ( x, y ) = x2 + y - ey .                                              P’ ( 0, 0, -1 ) Pto. Sela   

6 )   Idem para f ( x, y ) = ex.seny .                                                  Não existe Máx. ou Mín. Rel.

7 )   Idem para f ( x, y ) = e-(x²+y²+2x) .                                                P’ ( -1, 0, e ) Pto. Máx. Rel.   

Extremo


Relativo





Único
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