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                       CÁLCULO IV – ENG.CIVIL – 1° SEM/2003 – AULA 12

INTEGRAIS DUPLAS

         Podemos estender a noção de integral definida para funções de duas, ou mais, variáveis.

         Analogamente, a integral  para uma variável definia a área sob uma curva, as integrais de funções de duas variáveis determinam volumes sob “ curvas “, mas podemos também calcular áreas usando a integral dupla.

Definição :  Seja f uma função de duas  variáveis,  contínua  e  não-negativa  numa  região  
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Â

 plano xy, então  o  volume  do  sólido  compreendido  entre  a  superfície 


z = f(x,y) e a região 
[image: image2.wmf]Â

 é definido por :


V = 
[image: image3.wmf]å
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n : Quantidade de sub-retângulos

Veja a figura :

Obs. :  Caso f apresente tanto valores positivos quanto valores negativos em 
[image: image4.wmf]Â

, o limite apresentado NÃO REPRESENTA o volume entre 
[image: image5.wmf]Â

 e a superfície acima do plano xy, mas sim a diferença de volumes entre elas, podemos então generalizar . . .

● Se f possui valores positivos e negativos em 
[image: image6.wmf]Â

, 

então um valor positivo para a integral dupla de f
                                                                                                em 
[image: image7.wmf]Â

   significa  que   há  mais  volume  acima do que abaixo de 
[image: image8.wmf]Â

.  Um valor  negativo indica 

o contrário e zero indica volumes  iguais  acima 

   
    e abaixo de 
[image: image9.wmf]Â

.  

Propriedades :   
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[image: image10.wmf]òò

òò

=

R

R

dA

y

x

f

c

dA

y

x

f

c

)

,

(

.

)

,

(

.

.
       II ) 
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       III ) Se 
[image: image12.wmf]Â

 é a união de duas regiões não-superpostas 
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1 e 
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        IV ) Se f(x,y) 
[image: image19.wmf]³

 0 em toda 
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, então 
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Calculando as integrais duplas para Região 
[image: image22.wmf]Â

 retangular

         Adotando como Integrais Parciais 
[image: image23.wmf]ò
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 em relação a x e y respectivamente, integramos a primeira com y fixo e a segunda com x fixo, vejamos os 

exemplos . . .
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1 )       
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         O processo acima é chamado Integração Iterada ( ou repetida ), usaremos tal processo para calcular as integrais duplas, daí . . .
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Integrais Iteradas
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       = ( 6.32 + 3 ) = 54 + 3 =     57     .

3 ) 
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         Coincidência ?   
                                              Veja o teorema abaixo :


◙ Seja 
[image: image32.wmf]Â

 o Retângulo definido pelas  desigualdades

    a 
[image: image33.wmf]£

 x 
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 b,  c 
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 y 
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 d; se f(x,y) for contínua nesse

                                  retângulo, então :  
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◙ Aplicação do teorema : 

    Calcule  
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 no retângulo 
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 = { ( x,y ) : -3 
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 x 
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 2,  0 
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 1 } .

Resolução :
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4 )  Use  a  integral  dupla  para  achar  o  volume  do  sólido  limitado  acima  pelo  plano 

       z = 4 – x – y e abaixo pelo retângulo 
[image: image45.wmf]Â

 = [ 0,1 ] X [ 0, 2 ] .

Resolução :

                                   z


                                                         2         y


1


(1,2 )

     x

V = 
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   V = 5 u.v    .

Exercícios :

1 )  Calcule as integrais iteradas :

       a ) 
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2 )  Calcule as integrais duplas na região retangular 
[image: image51.wmf]Â

 .

      a )  
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 = { ( x, y ) : -1 
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 x 
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 1,  -2 
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      b )  
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 = { ( x, y ) : 0 
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 x 
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3 ) O volume sob o plano z = 2x + y e acima do retângulo 
[image: image64.wmf]Â

 = { ( x, y ) : 3 
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 x 
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 5,  1 
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V = � EMBED Equation.3  ���
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