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Integral de Linha. Teorema de Green no Plano.
Campos Conservativos e Funcdes Potenciais.

Aplicacoes.

A. Calculo de Integrais de Linha

ALl. Esboce o gra..co de cada curva dada abaixo, indicando a orientacao positiva.

8 8 8
< x=t < x=2t < x=t

@ . (b) _ (e .
—y=1jtt2]0;1] - y=t%t2][il;0 - y=Int;t2][1e]

8

8 8 X = cost

© .7 @ T (f)%
) M ) y =sent;
-y:plitz;tZ[O;l] - y=t;t2[1;1] =

-z=t0-1t- 2%

A2. Parametrize as curvas Al(a), Al(c) e A1(f) do exercicio precedente pelo comprimento

de arco e veri..que em cada caso que o veor tangente € unitario.
A3. Veri..que que o caminho £ (t) =ti+t?sen(1=t) j; 0<t - 1 e ¥ (0) =0; ndo é regular.
. 0 iy £ ps °
Ad4. Calcule o comprimento da hélice do Exercicio AL(f). resp. 2° 2%

A5. Seja f(x;y) uma funcdo continua num caminho regular ¢ de comprimento L: Se
JF(X;y)] - M, em todos os pontos (X;y) da curva ¢, mostre que
~7 -
- f(x;y)ds: - ML:

C

AB6. Calcule as seguintes integrais de linha ao longo do caminho indicado:

R
(@) 2Zydx i3xdy; c:x=1jt y=5jt;0-t- 1 [resp. j15=2]

(RD)
(b) xydx j y?dy; ao longo da parabola y = x% resp. 0]
ity
(R 2)y X
(o) ;dx i ;dy; ao longodaretay =2 j x: [resp. In(4=9) j 2]
30 1)

(d) Lydx+2xdy; D:x?+y? - 1;jy - X - y;y . 0:[resp. %=4]
D
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R £ p- =®
() .xyds; c:x=t; y=t;0-t- 1 resp. 2=3

R
) Cxzds; c:X=cos2t; y=sen2t; 0 - t - 2%: [resp. 2]
H
(9) _ydx+2xdy; c € o triangulo de vértices (0;0); (1;0) e (1;1): [resp.1=2]

H
(h) (X% iy?ds; c:x?+y?=4:[resp. 0]

() ')
0] y2dx + x?dy ; ao longo do semicirculo x = 1 j y2 [resp. 4=3]
©:iD)
(D) .
€)) %; ao longo da curva x =cos3t; y=sen3t; 0 - t - %=2: [resp. j¥%=2]
£0)

(K) (ax+by)dx+ @x+"y)dy; c:x?+y?=4:[resp. 4%(® j b)]
H
() P ()dx+Q(y)dy; cé um circulo de raio r: [resp. 0]

H

(m) _2dx+ (X% jytgy)dy: c: (X i 1)2 +y2 = 1: [resp. 2¥]
H

(n) _xy (Bydx + 7xdy); c:9x*+ 4y? = 36: [resp. 0]

p?; 0 - x - 1:[resp. 9=20]

H

(0) _xydx +(y? i x?)dy; c consiste dos arcosy =x*ey =
HpP—— P—

®) . px2 + y2dx+yIn(x+  x2+y2)dy; céum contorno fechado que nédo envolve a origem.

[resp Q]
H
(q) _e*senydx+eXcosydy; cé a elipse 3x2 + 8y? = 24: [resp. 0]

() RceX sen ydx + e* cosydy; ¢ é uma curva regular ligando (0;0) ao ponto (1; %‘): [resp. €]

(s) RC (X+y+2z)dx+(Xx j 2y +3z)dy+(2x +y j z)dz; cé ocaminho que liga a origem ao
ponto A (2;3;4), através de trés segmentos retilinecs: o primeiro uma porc¢ao do eixo X, o segundo
paralelo ao eixo y e o terceiro paralelo ao eixo z: [resp. 19 ]

AT. Calcule Rc F ¢d¥; nos seguintes casos:

(@) F = (x?+y?) 1+ 3xy?J; ¢ é o circulo x? + y? = 9: [resp. 243Y%:=4]

(b) F = (3x2 j 8y?) 1+ (4y i 6xy) J; c é a fronteira da regido D : x+y - 2; X
[resp. 40=3]

Oy . O

=

(c) F =xyt1jyJ+XK;céosegmento de reta ligando a origem ao ponto A (1;1; 1) : [resp. 5=6]



(d) F =y2i+x?j;céoarcodapardbolax=t;y =t z=0; 1 -t - 2: [resp. 137=10]

() F = 221 + x?k; ¢ é 0 segmento de (1;0;1) a (2;0;1), sequido do segmento de (2;0;1) a
(2;0;4): [resp. 9]
: ~ oy — =Y oy — X : :
AB8. Considere as fungdes P (x;y) = vy 7 e Q(xy) = VR vk de..nidas para (x;y) &

(0;0) e seja D o disco descrito por x* +y? - 1:

H

(a) Mostre que @DLT dx + Qdyﬂ= 2a;
RR™@Q _ @P

— j — dxdy =0;
p 0Ox ' @y y
R xdx + ydy
[ X2 + y2 !
il - X - 2;seguido do segmento de reta que une os pontos (2;3) a (j1;0): [resp. 0]

(b) Mostre que

A9. Calcule a integral onde ¢ consiste do arco da parabola y = x° j 1,

Al10. Se F =PT+ QJ + Rk e y representa o angulo entre o campo F e d ¥, mostre que

Z Z p
Ftdr = P2+ Q2 + R2cos pds:

C C

B. O Teorema de Green no Plano

B1. No Exercicio A6 identi..que as integrais de linha que podem ser calculadas com auxilio
do Teorema de Green. Usando este famoso teorema o calculo tornou-se mais simples? Qual

di..culdade vocé enfrenta ao usar o Teorema de Green?
) H
B2. Se ¢ é um contorno fechado, mostre que  (senx +4xy) dx + (2x? j cosy)dy =0:
B3. Por que os resultados (a) e (b) do Exercicio A8 ndo contradizem o Teorema de Green?

B4. Seja D o anel descrito por 1 - x2+y? - 2 esejam P (X;y) e Q (x;y) funcdes de classe C!
H
tais que Py = Q, na regido D: Quantos valores sdo possiveis para a integral de linha P dx+Qdy,

sendo ¢ uma curva simples fechada regular por partes contida em D? [resp. 3]



C. Campos Conservativos

C1. Seja f (x;y) uma funcéo de classe C!, isto é, com derivadas parciais de primeira ordem
continuas, numa regido contendo uma curva regular ¢ com origem no ponto A e extremidade no

ponto B. Mostre que
VA
rftde=1(B) j f(A):

c

C2. Se " e A sfo duas funcdes potenciais de um campo vetorial F numa regido D, mostre

que existe uma constante C tal que " (x;y) = A(x;y) + C em qualquer ponto (x;y) da regido D:

C3. Considere o campo de for¢as F (X;y;z) =yT+z]J +yzk:

(@) Veri..que que F ndo € conservativo;

(b) Qual o trabalho realizado pelo campo F para mover uma particula do ponto A (1;0;1)
2e%% § 5¢" § 5% j 3]
10

ao ponto B (ij 1;0;e*) ao longo da curva ¥ (t) = costi+ sentj + e'R? [resp.

C4. Um campo radial de forcas no plano é descrito por F (x;y) = f (r)¥; onde ¥ = xT+yJ e
r = krk. Admitindo f de classe C?, veri..que que um tal campo é conservativo e calcule a integral

H
de linha _f (r) £ ¢dr, sendo ¢ o semicirculo x* +y? =1; y _ 0: [resp. 0]

C5. Encontre uma funcéo potencial para o campo F de...niido em R2n f0;0g por F (¥) = rP¥.

h
resp. * (F) = =5r""%, sep& j2e " (¥) =Inr+C,sep= j2
~ N — =Y oy — X : x
C6. Mostre que as fungdes P (Xx;y) = voaray v e Q(xy) = T2 vz satisfazem a relagdo
P
@@_y = %—3 para (X;y) & (0;0); mas o campo F (x;y) =P (x;y) 1+ Q(X;y) J ndo é conservativo.

C7. Veri..que se o campo (respectivamente a forma) é conservativo (respectivamente exata)

e determine uma fungéo potencial em caso a..rmativo.
£ a
@ F(xy)=xi+yJ: resp. "(x;y) =2(x*+y?) +C
(b) F (x;y) = 3x%y1+x3F: [resp. ™ (x;y) =x% + C]
(©) F (x;y) = (2xe¥ +y) T+ (x% +x j 2y)J: [resp. "(xy) = x*e* +xy j y? + C]
£ o
(d) F(xy;z) =xi+yJ +zk: resp. " (xy) =4 (x2+y?+2z%) +C

4
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(e) F (x;y) = (y? i 3x) T+ (2xy + cosy) J: £resp. "(y)=xy? j 2x2+seny+C :
(f) (seny j ysenx +x)dx + (cosx + xcosy +y)dy:
resp. " (X;y) = xseny +ycosx + & (x* +y?) + Cn
(9) [sen (yx) + Xy cos (xy)] dx + [x% cos(xy)]dy: [resp:" (X;y) = xsenxy + C]
(h) (x+2)dx j (y +2)dy + (x i y)dz: [resp. " (x;y;2) = (X i y)Z+5(X* +y?)+C]
() 2xy3dx + x%y3dy + 3x%yz2dz: [resp. ndo conservativo]
() 3y*z2%dx + 4x3y?dy j 3x?y?dz: [resp. n&o conservativo]
(K) (2x% + 8xy?)dx + (3X%y j 3xy)dy j (4y?z? + 2x3z)dz: [resp. n&o conservativo]
(D (y?cosx+z3)dx j (4 j 2ysenx)dy + (3xz? + 2)dz:
[resp. " (X;y;z) =y2senx +xz3 j 4y + 2z + C]
(m) (4xy j 3x?z%2 +1)dx + (2x2 +2) dy j (2x3z + 3z?) dz:
[resp. " (Xy;z) = x+2x%y j x3z22+2y j 23+ C]
(n) (e¥senz + 2yz) dx + (2xz + 2y) dy + (eXcos z + 2xy + 3z2) dz:

[resp. ™ (X;y;z) = e*senz + 2xyz +y? + 23 + C]

C8. Em cada caso abaixo calcule a integral de linha indicada, observando que a mesma

independe do caminho.
®2
(€)) 2y i x)dx + (2x + y2) dy: [resp. 13=2]
©;i1)
(4pF4)
(b) tg ydx + x sec? ydy: [resp. 4]
(i2,0)
(%O
M: [resp_ 0]
o2 (Xy+1)
(1)
(d) (y+2)dx+ (x+2z)dy + (X +y)dz: [resp. 3]
(0;0;0)
(Op¥=:3)
(e) (eXseny +yz)dx + (eXcosy + zseny + xz) dy + (Xy j cosy)dz: [resp. 4]
(2:0;1)

©)

C9. Seja f (t) uma funcéo de classe C! no intervalo a - t - b: Veri..que se o campo vetorial

F (x;y) =yf (xy) T+ xf (xy) J é conservativo em alguma regido D do plano xy:



D. Aplicacdes

R
D1. Usando a formula A(D) = oD xdy, calcule a area das seguintes regides:

() D ¢é a regido limitada pelo eixo y, pelas retasy = 1 e y = 3 e pela parabola y> = x:
[resp. 26=3]
2 y2

(b) D ¢ a regido limitada pela elipse % + 2 = 1: [resp. Yabh]

Nos exercicios Al4 a Al9, D representa uma regido do plano xy cuja fronteira @D é um

contorno simples fechado e regular por partes e cuja area estamos denotando por A(D):

D2. Seja f (x;y) uma funcdo de classe C?, isto é, com derivadas parciais de segunda ordem

continuas, numa regido D. Se ¢f = 0 em D; mostre que
Z
fydx j fxdy =0:
@D
D3. Nas condicdes do exercicio precedente e considerando v de classe C*, mostre que
Z 7
(fxdy § fydx)v = (vxFx + vy Ty) dxdy:

eo D

D4. Se X; e yg representam as coordenadas do centrdide da regido D; com densidade de

massa % = 1; mostre que
| |

2xA (D)=  X?dy e YoA(D)=  xydy:
@D @D
D5. Demonstre a seguinte relagdo para uma funcdo u de classe C?:
Z7 I
u
Cudxdy = @—,ds:
D @D @~
RR H Qu

D6. Se ¢u =0 na regido D, mostre que Djrujzdxdy = ds:

o Yoz

D7. Admitindo as operacgdes possiveis, mostre a seguinte relagdo

7 1
%dxdy = " .ds:

D @D



D8. Um ..o tem o formato do circulo x? +y? = a2. Determine sua masa € 0 momento de
inércia em torno de um didmetro, se a densidade num ponto (X;y) do ..0 € %L (X;y) = jXj+ Jyj:

[resp. m =8a?, I = 4a%]

D9. Encontre a massa de um ..o cujo formato ¢ aquele da curva intersecio da esfera x? +
y2 +2z2 =1 com o plano x +y +z = 0, se a densidade num ponto (x;y;z) do ..0 é %(X;y;z) =

X?: [resp. 2%=3]

D10. Qual o trabalho realizado pelo campo de forgas F = (2x + 3y) 1+ xy7J, para levar uma

particula da origem até o ponto A (1; 1) ; ao longo do circulo x2+(y j 1) = 12 [resp. (22 j 3%) =6]

D11. A forca gravitacional F atuando em uma particula de massa m, préxima da superficie
daterra, é dada por F = jmg&k. Mostre que o trabalho W realizado pela forca F sobre a particula,

se esta se move num plano vertical, de uma altura H a uma alturah é W =mg(H j h):

D12. Seja c uma curva simples fechada e seja~ = ", T+ ", 0 campo de vetores normais

exteriores a curva c. Mostre que
1 I
TLy)ds= T,(x;y)ds =0

C C
D13. Calcule a massa m e o momento de inércia I, de uma mola espiral de equacéo ¥ (t) =
costi+senty +tk; 0 - t - 2Y%; se a densidade num ponto (X;y;z) da mola é % (X;y;z) =

X% +y2 +7% [resp. m = p§ (2% +8%3=3); 1, =m]

D14. Supondo que ® e  sdo constantes, u e v sdo campos escalares e F e G sdo campos

vetoriais, demonstre as seguintes relac6es do calculo diferencial:

@ r@®+ v)=®ru+ rv (b) r (uv) =vru+urv
(©) r(u=v) =(1=vd)[vru j urv] (d)div(®F + G) =®divF + divG
(e) div(rot(F)) =0 (f) div(F £G) =G ¢trot(F) j Ftrot(G)

(@ rot(uF)=urot(F)+ ru£F (h) rot(®F + G) = ®rot(F)+ rot(G)
(1) div(vru) =vCu + rutrv (J) div(uF) = rutF +udiv(F):

Usando (e) conclua que n&o existe um campo vetorial F cujo rotacional seja XT+y]J +zXk:

7



y
em R2nf(0;0)g: D& exemplo de um campo vetorial F para o qual rot(F) =0 e div(F) = 5: [resp.

D15. Para o campo F (X;y) = i :(_yz]'; mostre que div(F) =0e rot(F) =10

F =5x1]

D16. Seja ¥ = xi+y]J +zK er = krk: Dada uma funcéo real derivavel f (t); mostre que
rf(r)=1* (r); e rot(f (r)¥) = 0. Encontre os inteiros k para os quais se tem div(rke) = 0:
[resp. k= j3]

£
= =]

: £
D17. Usando o Exercicio A28 calcule r (r); r(1=r) e r (Inr) [resp. F; i i

D18. Um ..o uniforme de massa m tem o formato de um semicirculo de raio a.

(2) Mostre que o centroide jaz no eixo de simetria a uma distancia 2a=% do centro;

(b) Mostre que 0 momento de inércia em torno do diametro é ma?=2.

D19. Veri..que o Teorema da Divergéncia no plano para os seguintes dados:

(@) F(x;y)=3yT i 2xJ ; D é aregido delimitada por x2=2 +y?=3 =1
(b) F (x;y) = x*1 +y?F ; D é a regido delimitada por 4x? + 25y? = 100:

D20. Calcule o potencial eletrostatico * (x;y;z) no ponto A (0;0;z) devido a uma dis-

tribuicdo uniforme de carga elétrica, com densidade %; no disco x>+y? - a% Qual o carr.l[f)o elétrico
) ) M s

—_— .0 1 1

E no ponto A? resp. = 21/41/zlpaz+z2 ijzf ) E=jr =2z —jP=—— k
1Z] a2+ z2

D21. No exercicio precedente qual seria o potencial eletrostatico e 0 campo elétrico no ponto

A, se a densidade no ponto (X;y) do disco fosse % (X;y) = x?+ y2? Usando os resultados

‘£ dr - P P (P 2 - Po——
p=—==InT+ r2+z2 ¢ r2+zdr== r2+z2+—Inr+ r2+z72;
2 + 72 2 2
(o I H g—T.
.- _ o2 & N2 . a N2
= Yz 7 1+ (a=z)" jIn ~ + 1+ (a=2) e
encontra-se - M q b q R

a - a
E =2%z In ;+ 1+(a:z)2 i; 1+(a:z)2 R:



Integrais de Superficies.
Teoremas de Gauss e Stokes.

Aplicacdes
E. Calculo de Integrais de Superficies

E1. Calcule as seguintes integrais de superficies:

RR
(@ xdS; S:x*+y?=R? jl-2z -1 [resp. 0]

RR pP——
(b) sz x2+y2dS; S é a porcdo da esfera x? +y2 +z2 = 9; compreendida entre os
£ _ _ O
planos z=1ez = 2: resp. 21/4(16p2 i 5p5)
RR
() (Ft2dS; S:x*+y?+22=R?%x _ 0eF =yj +zk: [resp. 44R%3]
RR
(d) SFt<dS; S:x*+y*=R*x ,0;y . 0;0-2z-aeF =senzi+xy]J jcoszk:
[resp. (1 j cosa)R + aR3=3]
R 2 42 E o, oPF « 8”3 °
(e) goxydS; S:x*+y =2z, 0-x-1;0-y-1: resp. (9 3i8 2+1)=15
RR
(f) O +y2+29)dS; S:x*+y?+2z2=R?% [resp. 4%R%
R
(9) z%dS; S éa porgdo do cilindro x* +y? = 4, compreendida entre os planos z = 0
ez =X+ 3: [resp. 60%]
R ) . L £ p- =©
(h) ¢xdS; S éa porcéo do plano x +y +z =1 no primeiro octante. resp. = 3=6
RR
(i) 4 xdS; S éa fronteira da regido delimitada pelo cilindro x2 +y?2 =1 e pelos planos
z=0ez=x+2:[resp. %]
. RR ] « . - £ p-_°
() x*dS; S éa porgéo do plano z = x, interna ao cilindro x* +y* = 1: resp. % 2=3
RR £ — o
(K) x%dS; S:ix?+y*=2z% 1-2z -2 resp. 151/4p2:4

RR
(M), sX+y)dS; S éa porgdo do plano 2x + 3y +z = 6 situada no primeiro octante.
112 14]

27 RR
(m) TdS; S ¢é a porgdo do cilindro x = y?, situada no primeiro octante, entre os

[resp.

planos z=0;z =5;y=1ey = 4: [resp. ]
F. Teoremas de Gauss e Stokes

H
F1. Usando o Teorema de Stokes calcule _F ¢dr, sendo ¢ o bordo da superficie S :



(@) F = y?1+2%2] +x?k; S é a por¢do do plano x +y +z = 1, situada no primeiro
octante. [resp. jl]

(b) F =3yl j xzJ +yz?k; S ¢ a superficie do paraboldide 2z = x? + y?, situada abaixo
do plano z = 2: [resp. 20%]

(c) F =2yT+zJ+3k; S é aparte do paraboldide z = 4 j X? j y?, interior ao cilindro
X% +y? = 1: [resp. 2¥]

(d)F =zi+x]J +yk; S éo hemisfério z = pl.x—2|y2 [resp. Y]

(&) F = x*1+y?f +2z°k; S é aparte do cone z = IOx2_+yz situada abaixo do plano

z =1: [resp. 0]

R
F2. Com auxilio do Teorema de Stokes calcule  Pdx +Qdy + Rdz :
R £ —
(@ .ydx+zdy+xdz; c:x*+y*+2z°=R?% x+y+z=0 resp. 1/4R2p3
R
(b) . (y+2z)dx+ (X+2z)dy +(x+y)dz; c: X2 +y? =2y, y=z:[resp. 0]

©) RC (y?2 § 2D dx+ (2% j x)dy+ (X% j yd) dz; céacurvaintersecio da fronteira do cubo
0-x-a0-y-a0-z-a complanox+y+z =3a=2: [resp. 9a3=2]

(d) Rcyzdx + xzdy + xydz ; c¢ é qualguer caminho regular ligando os pontos A (1;1;2) e
B (3;5;0): [resp. 0]

(e) _sen(yz)dx +xzcos(yz)dy + xycos(yz)dz; c ¢ a parte da helice x = cost; y =
sent; z =t do ponto A(1;0;0) ao ponto B (1;0;2%) : [resp. 0]

F3. Calcule o fuxo do campo F através da superficie S e, quando possivel, use o Teorema

da Divergéncia de Gauss para comprovar o resultado:

(@) F =x1+yJ +zKk; S éa superficie do solido limitado pelo hemisfério z = Io><2_-I-y2 e
pelo plano z = O: [resp. ]

(b) F =27+5]+3Kk; S éaparte docone z = IDszyZ; interior ao cilindro x? +y? = 1:
[resp. ]

(c) F=xTjy]; S éaparte do primeiro octante, limitada pelos trés planos coordenados

e pela esfera de equacdo x? +y2 + z2 = R2: [resp. ]

10



(d) F =xi+yj+zK; S é asuperficie do primeiro octante, que constitui a fronteira do

solido limitado pelos trés palnos coordenados e pelos planos X = 1; y = 2; e 3Xx +2y +z = 12:

[resp. ]

RR
F4. Usando o Teorema de Stokes calcule ¢ rot(F) ¢~ dS, onde S € a parte do paraboldide

z =4 j x? j y?, interceptada pelo plano z =0, e F = 2yT+ ¢?] j arctgxk: [resp. j 4Y]

F5. Sejar = xT+y]J +zk o vetor posicdo do ponto P (X;y;z) e seja r = k¥k. Veri..que que

F . L x
0 fuxo do campo F = = através de uma superficie simples fechada regular S que ndo contenha
a origem ¢é igual a zero. Qual seria 0 Fuxo do campo F, se a superficie S contivesse a origem no

seu interior? [resp. 4%]

F6. Com a notacdo do exercicio precedente e admitindo que — representa uma regido com-
pacta doR? delimitada por uma superficie simples fechada e regular S (por exemplo uma esfera),

use 0 Teorema da Divergéncia de Gauss e veri..que a relagao
zZZ 2727

ret<dsS =4 rdv:
S —

F7. Usando o Teorema de Gauss estabeleca as seguintes identidades:

RRR RR @u
(@ (vCu+rutrv)dv = v@7 ds:
— @_

(b) RRR (v€u j ucv) dv = i (vg—l:J i u%)dS:
@_

- RR
(c) vol (=) =1 krkcos (f;<) dS:
@_

F8. Se cos®;cos e cos® representam os co-senos diretores da normal exterior a superficie

S, use o Teorema de Gauss e calcule as seguintes integrais de superficies:

RR
(@ (xycos®+yzcos  +xzcos®)dS; S é aesferax®+y?+z° =R [resp. 0]
(b)  (Xx?y?z%(cos® +cos™ +cos°)dS; S é a fronteirado cubo 0 - x - a; 0 -y -

a;0 -z - a:[resp. a®=3]
G. Aplicacdes
G1. Em cada caso abaixo calcule a area da superficie S:
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(a) S é uma esfera de raio R: [resp. 4%R?]

£ 0
(b) S ¢é a porcdo do plano x + y + z = a; interna ao cilindro x? + y? = a?: resp. 1/4a2|o3
(c) S é a porcgdo do paraboldide x? +y? + z = a?; delimitada pelo cilindro vazado 1 -

— —¢ o
p37 i 5p5 V=24

£ i

x>+y2-9; x_0;y_0: resp. 37

(d) S é a porcdo da esfera x2 + y? + z?> = a?; interna ao cilindro x> + y? = ay: [resp.
(2% i 4)&’]

. ~ - L. £ @ Ms|
(e) S é a porgdo do cilindro x? + z2 = a?; delimitada por y> =a(x+ a): resp. 8a% 2
£ p-o

(f) S é aporcgdo do cone z2 = x?>+y?; z _ 0; interna ao cilindro x>+y? = 2ax: resp. %a? 2

(9) S é a porcéo do paraboléide x? + z? = 2ay; a > 0; abaixo do plano y = a:
[resp. (3p§ i 1)2%a2=3]

(h) S é a porcéo cLo cilindro y? + z? = 1EI‘>; compreendida acima da regido triangular
0-x-20-y-2jXx resp. ID374i1+1/4:12

(i) S é a porcéo do plano 3x + 2y +z = 7; que é cortada pelos trés planos coordenados.
[resp. 49pﬂ:12]

(j) S é a porgao do cilindro parabolico z?> = 8x; compreendida acima da regifdo 0 - x -

— P- _P-

1,0 -y - Pz [resp. 53 3i2 2]

(K) S é a porcdo do cilindro y? +z2 = 4; interna ao cilindro parabdlico x> = 2y +4 e acima

£ p=o

do plano z =0: resp. 16 2

G2. Seja S a superficie de um paralelogramo do R® e sejam S;; S, e S3 suas projegdes nos
a

planos coordenados. Veri.que que A(S)= A(Sp)?+A (S,)? + A (S5)?

G3. Deduza as formulas para as areas de um cone e de um cilindro de raio a e altura h:

£ p— o
resp. %:a a?+ h? e 2%ah

G4. Uma curva regular ¢ no plano xz de equacéo cartesianaz = f(x); a - X - b; giraem
torno do eixo z descrevendo uma superficie S: Mostre que A (S) = 2%Lh, onde L é o comprimento

da curva c e h é a distancia do centréide de ¢ ao eixo de rotagéo.

G5. Em coordenadas cilindricas uma superficie S é descrita pela equacdo z = G (r;);

12



(r;p) 2 D: Mostre que
ZZ T,

1
A(S) = 1+G§+ﬁGﬁ rdrdu:
D

G6. Mostre que, em coordenadas cilindricas, aequacdo z=G(r); a - r - b; 0 - p - 2%
representa uma superficie de revolucéo cuja area é
Zy
P
A=2Y% 1+G2 rdr:

a

G7. Calcule a area do cone obtido por rotacdo da retay = 3x+2; 0 - x - 3;z=0; em

N p—~
torno do eixo x: resp. 39% 10

G8. Calcule o momento de inércia da superficie homogénea S em torno do eixo indicado.

Em cada caso admita que a densidade super..cial de massa é % ~ 1:

(a) S é aporcéo do cilindro x2 +y2 = 2x, compreendida entre as folhas do cone x2 + y2 =
z2; Eixo x: [resp. 1024=45]

(b) S é a superficie total do tetraedro limitado pelos planos coordenados e pelo plano x +
y+z =1, tendo vértices A (1;0;0); B(0;1;0); C(0;0;1)e D (0;0;0); Eixoy: £resp. 2+ p§):6u

(c) S é aesfera x> + y? + 22 = R?; Eixo0 z: [resp. 8%R%=3]

(d) S é aesferax’?+y?+2z2=R? Eixoéaretax=y; z=0: [resp. 8%R*=3]

G9. Encontre o centroide de cada superficie S dada abaixo. Como no exercicio precedente,

admita que a densidade super..cial de massa é % ~ 1:

() S € o0 hemisfério z = pR2 i X2 j y2 [resp. C (0;0; R=2)]

(b)Séa prgggéo da esfera x? +y?+z2 = 1 que jaz no interior do cone z? = x2+y?; z _ O:
2+ 2
7 )

(c) S é aporcdo da esfera x?>+y?+z2 = 4R?, interna ao cilindro x2+y? = 2: [resp. C (0;0;)]

[resp. C(0;0;

G10. Uma concha esférica homogénea de raio a é cortada pela folha de um cone circular reto
cujo vértice esta no centro da esfera. Se o &ngulo do Vértice do cone é ®;, 0 < ® <%, determine

0 centro de massa da por¢do da concha que jaz no interior do cone. [resp. sobre o eixo do cone a
a(l jcos®)
411 j cos (®=2)]

uma distancia £ = do centro da esfera]
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G11. Calcule o campo eletrostatico na origem devido a uma distribuicdo uniforme de carga

242 2 R2 a® iR
. + — . _ i : . — 141//‘
sobre o cilindro x* +y- =R~;0 - z - a: [resp. E = 2¥ "‘2_az K]

G12. Calcule o potencial eletrostatico no ponto (0; 0; z), devido a uma distribui¢ao uniforme

de carga sobre o0 hemisférioz =" R2 j X2 j y2: [resp. " (0;0;z) = 2/“ﬂ( R2+272 j R +2)]

G13. Considere uma distribuicdo uniforme de carga elétrica sobre uma esfera S de raio a.

Mostre que o campo elétrico num ponto do eixo z interior a S é zero. Qual o campo elétrico nos

. . . 41/4a21/
pontos do eixo z exteriores a esfera S ? [resp. E (0;0;z) =

k: Observe que nestes pontos o

fenbmeno ocorre como se toda carga estivesse concentrada no centro da esfera]

RR
G14. Mostre que ¢ (X% +y?) (xT + yJ) t<dS = 4l,; onde 1, representa 0 momento de

inércia, com relacdo ao eixo z, do sélido com densidade de massa % ~ 1; delimitado por S:

G15. Dada uma superficie S de equacdo cartesiana = (x;y;z) =0; (y;z) 2 D; * de classe

C!, com ", & 0; mostre que:

RR RR p f
a XY, Z = + "2+ "2—dydz;
(@ f( ) dS "o+ T2+ "2——dyd

s D Y
RR RR

(b) Ft<dS= (F¢ r') dydz
s D /|

G16. Uma edi..cacdo é erguida no formato da ..gura abaixo, onde a fachada é descrita pela

superficie xy = 1. Calcule o volume e a area total da edi..cacéo.

S
s}
<
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