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Capitulo 1

Exercicios Resolvidos — Uma Revisao

Ex. Resolvido 1 Verifique se V = {(z,y,z,w) € R*y = x, 2 = w?} com as operacées usuais de R* é um
espacgo vetorial.

Resolugao: Note que (0,0,1,1) € V mas —1(0,0,1,1) = (0,0,—1,—1) ¢ V. Assim, V néo é um espago
vetorial.
O

Ex. Resolvido 2 Seja A € M,,(R) uma matriz quadrada de ordem n. Verifique se W = {X € M,x1(R); AX =
0} € um subespaco vetorial de M, «1(R), com as operagoes usuais.

Resolugao:
1. Seja O = (0) a matriz n x 1 nula. Como AO = O, temos que O € W.

2. Se X, Y € W e X € R, entao, pelas propriedades da soma e da multiplicagdo por escalar usuais entre
as matrizes e, também, pelas propriedades do produto entre matrizes, temos

AX +XY)=AX + A\Y) = AX +  NAY =0 + )0 = 0.
Portanto X + \Y € W.

Concluimos que W é um subespago vetorial de M, «1(R).

Ex. Resolvido 3 Encontre o subespaco vetorial de P3(R) gerado por S = {1,¢,t> 1 +t3}.
Resolugao: Note que t* = (#3 4 1) — 1. Assim, dado p(t) = ag + a1t + ast? + ast® € P3(R) podemos escrever
p(t) = (ap — as) + art + ast® + az(t3 + 1) € [S]. Logo, P3(R) = [S].

U

Ex. Resolvido 4 Encontre o subespago vetorial de My(R) gerado por

0 0) 050

Resolucao: Temos que A € [S] se e somente se existem a, § € R tais que

a=a( g o) ro( % 0)=( % 0)

ou seja, A € [S] se e somente se os elementos da diagonal principal de A s@o nulos.

ot
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Ex. Resolvido 5 FEncontre um conjunto finito de geradores para

{X S ngl(R) cAX = O},

W:

onde
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Resolugao:

—4

portanto,

Ex. Resolvido 6 FEncontre um conjunto finito de geradores para

{X S M4X1(R) tAX = 0},

W:

onde

Resolugao:
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10 1/2 1/2 oY 0
0 1 —3/2 —1/2](p] |0
1o o o 0 ~1= 1o
00 0 0 0 0
a=—v/2-4/2
B=3y/2+6/2
isto é,
—7/2 —6/2 ~-1/2 —1/2
[ 3/2+0/2) _ 3/2 1/2
6 0 1
portanto,
—~1/2 —-1/2
] 3/2 1/2
W= 1 ’ 0
0 1

O
Ex. Resolvido 7 Encontre uma base para o subespaco vetorial de R? dado por U = [(1,0,1),(1,2,0), (0,2, —1)].
Resolugao: Primeiro Modo: (z,y,z) € U se e somente se existem «, 3,7 € R tais que
a(1,0,1) + 8(1,2,0) +v(0,2,-1) = (x,y, 2),

ou seja, (x,y,z) € U se e somente se o sistema abaixo admite solugao

1 1 0 o T 1 1 0 «a T
0 2 2 Bl=ly]l<= 10 2 2 Bl = y
1 0 -1 ol z 0 -1 -1 ol z—x
1 1 0 o T 1 1 0 «a T
0 1 1 Bl=|wv?2 ]+ |0 11 gl = y/2
0 -1 -1 y z—x 0 0O v z—x+y/2
1 0 -1 e! x—1y/2
<~ |0 1 1 B = y/2
0 0 O ~ z—x+y/2

que possui solugdo, e esta é dada por a = v+ —y/2, f = —y+y/2, v € R, se e somente se z =z — y/2.
Dessa forma,

= (x’yax - y/2) = 37(1,0, 1) + y(07 L, _1/2)

€ Ccomo

(1,0,1),(0,1,-1/2) (1.1)

sao Li., segue-se que formam uma base de U.
Segundo Modo: Note que os vetores (1,0,1) e (1,2,0) sdo l.i. e pertencem a U. Vejamos se estes vetores
juntamente com (0,2, —1) sao 1.d. ou lLi.:

a(1,0,1) 4+ 5(1,2,0) +7(0,2,—1) = (0,0,0)
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— (a+ 3,260+ 2v,a—v) =(0,0,0)

a+p5=0
= f+tr=0 <=a=-F=7,
a—7=0

ou seja, os vetores
(17 Oa 1)7 (17 27 0)3 (07 27 71)

sao l.d.. Portanto,
(1,0,1),(1,2,0) (1.2)

formam uma base de U.
Embora as bases 1.1/ e [1.2I nao coincidam, ambas estao corretas. Basta observar que

(1,2,0) = (1,0,1) +2(0,1,—1/2).
O
Ex. Resolvido 8 Dados U = {A € Ma(R): A' = A} e W = [( (1) } ﬂ , em Ms(R), encontre uma base
para U, W, UNW e U + W, no caso em que ndo se reduzam a {0}.

Resolugao:

U:

a b
A:(C d)(z»c:b,

portanto, A € U se e somente se existirem «, 3, € R tais que

1 0 0 1 0 0
A:a(o O)—i—ﬁ(l 0)+’y(0 1).

A mesma equacdo acima tomada com A = 0, mostra que as matrizes

(0 0):( 0)-( )

sao Li. e, portanto, como geram U, formam uma base de U. Note que dimU = 3.

o)

gera W e é nao nula, ela serve de base para W. Note que dimW = 1.

W : Como a matriz

Uunw:

AEUQW<:>AAteexiste)\G]RtalqueA(3 i),

isto é, se e somente se existir A € R tal que

6363

que é satisfeita se e somente se A = 0, ou seja, A = O. Desse modo, UNW = {0} e dim (UNW) = 0.



U+ W : Temos
dim (U 4+ W) = dimU 4+ dimW — dim (UNW) =4 = dim M>(R);

portanto, U + W = M3(R) e uma base pode ser dada por
10 0 1 00 0 0
0 0/)’\0 0)’\1 0/°\0 1/°

Ex. Resolvido 9 Sejam U = {p € P2(R) : p'(t) = 0,V¢ € R}, W = {p € P2(R) : p(0) = p(1) = 0}
subespagos vetoriais de V = Pa(R). Encontre uma base para U, W, UNW e U + W, no caso em que nao se
reduzam a {0}.

O

v p(t) = ag + ait +ast®> € U <= p/(t) = ay +2ast =0
= a1 =ay =0 p(t) =ag <= p(t) € [1].
Logo, 1 é uma base de U e dimU = 1.
W

0)=ap=0
p(t) = ap + art + agt® € U = p(0) = ao
p(l) =ao+ar+az =0
= p(t) = art — art? = a1 (t — %),
isto é, p(t) € [t — t?]. Assim ¢ — ¢? é uma base de W e dim W = 1.

UNW : p(t) e UNW = [1]N[t —t?] se e somente se existem A, u € R tais que p(t) = A = p(t —t?). Claramente,
isto s6 é possivel quando A = u = 0, ou seja, quando p(t) = 0. Assim, UNW = {0} e dimUNW = 0.

U+ W : Temos
dim (U 4+ W)= dimU + dmW — dm(UNW)=1+1-0=2

e como a soma é direta podemos tomar 1,¢ — t? como base de U N W. O

Ex. Resolvido 10 Seja V' um espaco vetorial. Sejam B e C bases de V' formadas pelos vetores ey, es,e3 e
g1, 92, g3, respectivamente, relacionados da sequinte forma:

g1 =e€1+ex—e3

g2 = 2e3 + 3es
g3 = 3e1 + e3
1. Determine as matrizes de mudanc¢a da base B para a base C, isto €, Mg, e da base C' para a base B,
isto €, Mg.
1
2. Se as coordenadas do vetor v em relacio a base B, isto €, vg, sao dadas por 3 encontre as
2
coordenadas de v em relagao a base C, isto €, vo.
2
3. Se as coordenadas do vetor v em relagdo a base C, isto €, ve, sao dadas por 3 encontre as
-1

coordenadas de v em relacao a base B, isto €, vp.

Resolugao:
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1. Temos

—1 .
Como ME = (M§) , passemos a encontrar a inversa de Mg :

1 03 :100 10 3 : 1 00
1 20 01 0[~lo2 -3 : -110
-1 31 :00 1 03 4 : 1 01
10 3 : 1 00 1 0 3 1 0 0
ol R B T Kl RN B
03 4 1 01 00 i 5 -3
10 3 1 0 0 100 z 2 -
G A R L NN
00 1 %_137% 001 1%‘1%%7
Portanto,
2 9 _6
7 1T 17

2. Como vg = MCB’UB,

2 9 _6 1 1
17 17 47
vo = — = = 31=1{1
¢ ooy
ST AN T T 2 0
3. Como vg = Mgvc,
1 0 3 2 -1
v = 2 0 3 = 8 .
-1 3 1 —1 6

Ex. Resolvido 11 Considere o sequinte subespago de Ma(R):

Wz{(i i’)eMz(R);x—y—z:o}.

a) Mostre que B dada pelas matrizes

11
B=(g o)

10 0 -1 0
Cl:(l 0)’02:<1 0 )’03:<0

— =
o O
~
oy}
w
Il
7N
o o

e C' dada pelas matrizes

sao bases de W.
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b) Encontre as matrizes de mudan¢a da base B para a base C' e da base C' para a base B.

¢) Encontre uma base D de W, tal que a matriz

1 10
P=| 0 0 2
0 3 1

seja a matriz de mudancga da base D para a base B, isto é, P = MZE.

Resolugao:

a)

A_(z g) eEW=z=y+z=z

Assim, A € W se e somente se existirem z,y, z € R tais que

I R G R
=100 (8)-6 D)

A equagao [1.3] tomada com A = O mostra que as matrizes acima que geram W sdo de fato 1.i. e,
portanto, formam uma base de W. Além do mais, dim W = 3.

isto é,

Como C é formado por trés vetores de W e a dimensao de W ¢é trés, basta verificar que tais vetores

sao Li.. De fato,
10 0 -1 0 0\ (0 0
1 o)t P o) 7o 1)~ lo o
« -6\ (0 O o,
:)(a—i-ﬁ 7)—(0 O):}a—ﬁ—’y—o.

Basta notar que

Ci= B>
Cyo= —Bi+ Bs
Cs= B3
e dai,
0 -1 0
M§=|[1 1 0
0 0 1
Quanto a ME, vemos que
B = C1—0Cy
By=
Bs= (3

e assim,
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¢) Procuremos Dy, Dy e D3 em W de modo que formem uma base W tal que MB = P. Isto ocorre se e

somente se
By = 1D{+0Dy+0D3 =D,

By = 1D; 40Dy +3D3 =D; +3D3
Bs= 0Dy +2Dy+ 1D3=2Ds + D3

ou seja, D1 = Bl, D3 = (B2 - Bl)/3 e D2 = (Bg - (B2 - Bl)/3)/2 = (333 + Bl — B2)/6 ASSiHl, a
base D formada por Dy, Dy e D3 é dada pelas matrizes

G o) (e 1) (s 707)



Capitulo 2

Mais Exercicios Resolvidos Sobre
Transformacoes Lineares

Ex. Resolvido 12 FEncontre uma base para o nicleo e outra para a imagem de T : Pa(R) — Pa(R) dada
por T(p) =p' +p".

Resolugao: Note que p(z) = ag + a1z + azx? € N(T) se e somente se (a; + 2az1) + 2as = 0, isto é, se e
somente se a; = ag = 0. Desta forma, p(z) € N (T') se e somente se p(z) = ag. Desta forma o polinémio 1 é
uma base de mathcalN(T).

Como 1,z,2% é uma base de P»(R) que completa a base de N(T), vemos que pela demonstracio do

teorema ??, T(z) = 1 e T(2?) = 22 + 2 formam uma base da imagem de 7.
O

Ex. Resolvido 13 FEncontre uma base para o nicleo e outra para a imagem de T : Ma(R) — M2(R) dada
por T(X) = AX + X, onde
1 4
0y

Resolugao: Observe que se T(X) = (A+ I)X, onde I é a matriz identidade de ordem dois.

Se )
= (¢
vemos que X € N (T') se e somente se
2 4\ (fa b 0 0 1 2\ (a b 0 0
(2 4)(0 d>:(0 0>(:’(0 0)(0 d):<0 0)
=t e (2 () e D)

Vé-se claramente que
-2 0 0 -2
= () a0 )
formam uma base de N (T)).
A seguir, procuraremos matrizes M3 e My tais que Mj,..., My formem uma base de Ma(R). Isto é,
equivalente a encontrar My e Ms tais que a Unica solugao de

aMy + BMs +yMs + My =0

13
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seja a trivial.
Colocando

obtemos

que equivale a equagao

-2 0 a =z « 0
1 0 ¢ =z Bl |0
0 -2 b y v |0
0 1 d t 0 0

que apresenta uma unica solugdo se e somente se o determinante da matriz de ordem quatro acima for
diferente de zero. Como este determinante é

A=-22c+a)2t+y)+ (2z+x)(2d + ),
vemos que A # 0 se e somente se
(22 + x)(2d 4+ b) # 2(2¢ + a)(2t + y).

Dessa forma podemos tomar

- Do)

Segue da demonstragao do teorema 7?7 que

1 -2 2 0 1 1 —6 2
(o 7)-G o) ()= 2)
formam uma base da imagem de T.
O

Ex. Resolvido 14 Determinar uma transformacdo linear T : R? — R3 cuja imagem seja gerada pelos
vetores (1,2,0) e (1,1,1).

Resolucao: Como (1,2,0) e (1,1, 1) sdo linearmente independentes, o subespago gerado por estes vetores tem
dimensao dois. Logo, a transformagao procurada deverd ter necessariamente nicleo unidimensional. O que
faremos é definir uma transformacao tal que 7°(1,0,0) = (1,2,0), 7(0,1,0) = (1,1,1) e T(0,0,1) = (0,0, 0),
ou seja,

T(z,y,2) =2(1,2,0) +y(1,1,1) = (z + y, 2z + y,y)

assim definida, € linear e satisfaz a propriedade desejada.
O

Ex. Resolvido 15 Determinar uma transformagado linear T : P3(R) — Pa(R) cujo niicleo seja gerado pelos
polinémios 1 + x> e 1 — 22.

Resolugao: Como dim Pz = 4 e o subespaco gerado por 1 + 2% e 1 — 22 tem dimensdo dois, vemos que a
imagem da transformacao procurada devera ter necessariamente dimensao dois.

O primeiro passo é completar a seqiiéncia de vetores 1 + 22 e 1 — 22 a uma base de P3(R). Para isto,
basta acrescentarmos os polinémios 1 e x, como se vé:

al +Br+y(1+23)+6(1 —2®)=a+y+6+ Br—d2° + 2% =0
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se e somente se a = =v=0 =0.

Assim, a imagem dos polinémios 1 e x, pela transformagio procurada precisam necessariamente ser
linearmente independentes. Para isto, o que faremos é definir T : P3 — Po tal que T(1) = 1, T(x) = =,
T(1+2%)=0eT(1—2% =0.

Dado p(x) = ag + ar1x + asx? + azx
colocamos

3 reescrevemos p(r) = ap + as — az + a1r + az(1+ 23) —az(1 —2?%) e

T(p(x)) = T(ap + az — a3 + a1z + az(1 + 2*) — az(1 — 2?))

= (ag+ag —az)l + a1z = ap + a2 — a3z + a1z,

que é uma transformacao linear cujo nicleo é gerado por 1+ 23 e 1 — 2.
O

Ex. Resolvido 16 SejaT : P2(R) — R dado por T'(p(z)) = fol p(x)dx. Encontre a matriz de T com relagdo
as bases canonicas de P2(R) e R.

Resolugao: Temos
T(1)=1, T(z)=

Assim, a matriz de T' com relacao as bases canonicas é dada por

N[ =

g

Ex. Resolvido 17 Seja T : P3(R) — P5(R) dado por T(p(x)) = p'(z). Encontre a matriz de T com relagdo
as bases canénicas de P3(R) e Pa(R).

Resolugao: Temos
T(1)=0=0+0x+02% T(z)=1=1+0x+ 022

T(x?) =2x =0+22+02%, T(2*) =32% = 0+ 0x + 322

e a matriz de T com relacao as bases canonicas é dada por

oS O O
S O =
o NN O
w o O

Ex. Resolvido 18 Seja T : R? — R? a transformacdo linear dada por
T(z,y,2) = (z+2,y+21+y+22).

Encontre as matrizes de T' com relagao a base candnica, C, e com relagdo & base B formada pelos vetores

u = (17 1a 2)5 v = (717 1a O),U) = (715 717 1)
Resolugao: Com relagao a base canonica e; = (1,0,0), es = (0,1,0) e e3 = (0,0, 1), temos

1,0,0 101): €1 + 062 + €3

T(e2) = T(Oa 1’0) = (Oa 1, 1) = Oer + ez + €3

0,0,1 1,1 2) = er + ey + 263
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e, portanto,

T(u)=T(1,1,2) = (3,3,6) =3u= 3u + Ov + Ow
T(U)ZT_17170):(_17170):U: Ou + v 4+ Ow
T(w)=T(-1,-1,1) = (0,0,0) = Ou + Ov + Ow

e, portanto,

g

Ex. Resolvido 19 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T € L(U) uma transformagao idem-
potente (Cf. ?7). Sabemos, pela proposicio 77, que U = N(T) & T(U). Seja B uma base de U formada
pelos vetores ui, ..., Up, V1, ...,V onde U, ..., u, formam uma base de N'(T') e vy, ...,v, formam wma base

de T(U). Encontre [T)p.

Resolugao: Como T(uq) = -+ = T(uq) = 0, pois u; € N(T) e T(v;) = a1jv1 + -+ + agjvg, ja que
T(v;) € T(U), vemos que [T]p tem a seguinte forma

0O --- 0 0 - 0

0 0 O 0

0 0 11 Qg



