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Capitulo 1

Espacos Vetoriais

1.1 Introducao e Exemplos

Neste capitulo introduziremos o conceito de espago vetorial que serd usado em todo o decorrer do curso.
Porém, antes de apresentarmos a sua definicao, passemos a analisar em paralelo dois objetos: o conjunto
formado pelas fungdes f : R — R, denotado por F(R) e o conjunto das matrizes quadradas de ordem m com
coeficientes reais que denotaremos por M,,(R), ou simplesmente, por M,,.

A soma de duas fungoes f e g de F(R) é definida como sendo a fungao f+g € F(R) dada por (f+g)(z) =
f(@) + g(a).

Note também que se A € R podemos multiplicar a func¢ao f pelo escalar A, da seguinte forma (Af)(z) =
A(f(x)), resultando num elemento de F(R).

Com relagao a M,, podemos somar duas matrizes quadradas de ordem n, A = (a;j)nxn € B = (bij)nxn,
colocando A + B = (ai; + bij)nxn, que é um elemento de M,.

Com a relacdo & multiplicagdo de A = (a;j)nxn por um escalar A € R, é natural definirmos A\A =
(/\aij)an, o qual também pertence a M,,.

O que estes dois conjuntos acima, com estas estruturas de adicao de seus elementos e multiplicagao de
seus elementos por escalares, tém comum? Vejamos:

Verifica-se facilmente a partir das propriedades dos ntimeros reais que, com relacao a quaisquer fungoes
fyg e h em F(R) e para todo A\, u € R, sdo validos os seguintes resultados:

L f+g=9+1;

2. fH(g+h)=(f+9) +h

3. se o representa o funcdo nula, isto é, o(z) = 0 para todo z € R entdao o+ f = f;

4. a fungdo —f definida por (—f)(x) = —(f(z)) para todo = € R é tal que f + (—f) = o;
5. Auf) = ) f:

6. AN+u)f =\ +pf;

7. M +g9) =M+ Ag

8. 1f = f.

Agora, com relagdo a quaisquer matrizes A, B e C em M,, e para todo A, u € R, também sio vélidos os
seguintes resultados:

1. A+ B=DB+A;
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2. A+ (B+C)=(A+B)+C;

3. se O representa o fungao nula, isto é, O = (0),,x, entdo O + A = A;

4. se A= (ai;)nxn entdo a matriz —A definida por —A = (—a; j)nxn é tal que A+ (—A) = O;
5. AMpA) = (Ap)4;

6. (A +p)A=XA+ p4;

7. M(A+ B) = M + \B;

8. 1A= A.

Podemos ver que tanto o conjuntos das fungoes definidas na reta a valores reais como o das matrizes
quadradas quando munidos de somas e multiplicacao por escalares adequadas apresentam propriedades
algébricas comuns. Na verdade muitos outros conjuntos munidos de operacoes apropriadas apresentam
propriedades semelhantes as acima. E por isso que ao invés de estudarmos cada um separadamente estu-
daremos um conjunto genérico e nao vazio, V, sobre o qual supomos estar definidas uma operacao de adigao,
isto é, para cada u,v € V existe um tnico elemento de V' associado, chamado a soma entre u e v e denotado
por u + v, e uma multiplicacao por escalar, isto é, para cada u € V e A € R existe um tnico elemento de V'
associado, chamado de o produto de u pelo escalar A e denotado por Au.

Definicao 1 Diremos que um conjunto V como acima munido de uma adi¢cdo e de uma multiplicacao por
escalar € um espago vetorial se para quaisquer u,v e w em V e para todo A, i € R sao vdlidas as sequintes
propriedades:

EV]l u+ v =v+u para quaisquer u,v € V;

EV2 u+ (v+w) = (u+v) + w para quaisquer u,v,w € V

EV3 existe um elemento 0 € V tal que 0 4+ u = u para todo u € V;
EV4 para cada uw € V existe v € V tal que u+ v = 0;

EVS A(pu) = (Ap)u para quaisquer u € V e A\, u € R;

EV6 (A + p)u = \u+ pu para quaisquer u € V e A\, u € R;

EV7T Au+v) = A+ Av para quaisquer u,v €V e X € R;

EV8 lu = u para qualquer u € V.

Observagao 1.0.1 O elemento 0 na propriedade EV3 € tnico, pois qualquer outro 0' € V satisfazendo a
mesma propriedade EV3 entao, pelas propriedades EV3 e EV1 teriamos ' =0+0' =0 +0=0, isto €0 =0".

Observagao 1.0.2 Em um espacgo vetorial, pela propriedade EV4, para cada u € V existe v € V tal que
u+ v = 0. Na verdade, para cada uw € V' existe somente um elemento v € V' com esta propriedade. De fato,
dadou €V sev ev emV sdo tais que u+v =0 e u+ v = 0 entdo, combinando estas equagoes com as
propriedades EV1,EV2 e EV3, obtemosv=v+0=v+ (u+v)=(w+u)+v =u+v)+v =0+ =7,
isto é v =v'. Denotaremos v por —u. Escreveremos u — v para denotar u + (—v).

Um outro exemplo de espago vetorial, além dos dois apresentados no inicio do texto, é o conjunto dos
vetores como apresentados em Geometria Analitica munido da adi¢do e da multiplicagdo por escalar. Dessa
forma, o adjetivo vetorial utilizado na definicao acima deve ser entendido de uma forma mais ampla, sendo
uma referéncia aos elementos de V' independentemente de serem ou nao vetores.
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Talvez o exemplo mais simples de espaco vetorial seja o conjunto dos numeros reais com a adigao e
multiplicagao usuais. Mais geralmente, para cada n € N, podemos transformar o conjunto das m-uplas
ordenadas de numeros reais, R”, em um espaco vetorial definindo a adicao de duas n-uplas ordenadas,
x=(z1,...,Zn) ey = (Y1,--.,Yn), adicionando-se coordenada a coordenada, isto é,

x+y:(xl+yl7axn+yn)
e o produto de uma n-upla = = (x1,...,x,) por um escalar A € R por
Ar = (Ax1, -, Axy).

E uma rotina bem simples verificar que desse modo R™ é um espaco vetorial. Deixamos como exercicio esta
tarefa. Verifique também que os seguintes exemplos sdo espagos vetoriais.

1. Sejam n € N e V = P, (R) o conjunto formado pelo polinémio nulo e por todos os polinémios de grau
menor ou igual a n com coeficientes reais. Definimos a adigao e a multiplicagao por escalar da seguinte
maneira:

o Sep(x)=ag+ a1z +a,z™ e qg(x) = by + byx - - + byx™ sado elementos de P, (R) entdo
p(z) + q(x) = (ap + bo) + (a1 + b1)x - - - + (an + by)z".
e Se p(x) =ag+ a1z -+ a,x™ é um elemento de P,(R) e A € R entdo
Ap(x) = (Aag) + (Aar)z + -+ - + (Aay)z™.

2. Sejam A C R e F(A;R) o conjunto de todas as funges f : A — R. Se f,g € F(A;R) e A € R defina
f+g: A—=Rpor (f+g)(z) = f(x)+g(x) e (A\f)(x) = Af(z), z € A. Entao, F(A4;R) com esta adi¢ao
e produto por escalar é um espago vetorial.

3. O conjunto das fungoes continuas definidas num intervalo I C R munido das operagoes de adi¢ao e
multiplica¢do usuais (como aquelas definidas em F(I;R)). Notagao: C(I;R).

4. O conjunto das fungées com derivadas continuas até ordem k € N, (k é fixo) definidas num intervalo
aberto I C R munido das operagoes de adigdo e multiplicagdo usuais (como aquelas definidas em
F(I;R)).

5. O conjunto das matrizes m por n com coeficientes reais: M, x,(R) munido de operagdes andlogas
aquelas definidas em M, (R).

Os espacos vetoriais acima envolvem operagoes com as quais vocé ja deve estar familiarizado. O préximo
exemplo é um pouco mais sofisticado do que os anteriores e por isso mostraremos as oito propriedades.
Como conjunto tomaremos V = (0, 00), o semi-eixo positivo da reta real. Este conjunto quando agregado as
operacoes usuais de soma e multiplicagdo nao é um espago vetorial, visto que nao possui elemento neutro
para a adicdo. No entanto, se para z,y € V e A € R, definirmos a soma entre x e y por £ ® y = zy, (0
produto usual entre = e y) e o produto de x pelo escalar A como A ® z = z, entdo V se torna um espaco
vetorial. De fato, verifiquemos uma a uma as oito propriedades:

1. 2,y € V temos x Dy = zy = yx = y ® = para quaisquer x,y € V;
2. 20 (y®2) =28 (y2) =z(yz) = (zy)z = (B y)z = (xr B y) & z para quaisquer z,y,z € V

3. se x € V entao, como 1 € V| temos 1 ¢ x = 1z = x; observe que neste caso, 1 é o elemento neutro da
adi¢ao, o qual denotaremos por o;

4. sex€V,istoé, x>0, entdor ' €VerPar =2z ' =1=o;
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A (o) =0t = (20 = oM = 2M = (\u) © = para quaisquer € V e A, u € R;
A+ p) o=t =gt =2 @t = (VO 1) @ (u® 2) para quaisquer z € Ve A\, u € R;

A (@ey) =20 (vy) = (2y) = 22y = (A O x) @ (A O y) para quaisquer z,y € V e A € R;

© N > W™

10z = x! = x para qualquer z € V.

1.2 Propriedades

Das oito propriedades que definem um espago vetorial podemos concluir vérias outras. Listaremos estas
propriedades na seguinte

Proposicao 1 Seja V um espaco vetorial. Temos
1. Para qualquer A € R, A0 = 0.
Para qualquer v € V, Ou = 0.
Se AMu =0 entdo A =0 ouu=0.
Para quaisquer A € R euw € V, (=A)u = A(—u) = —(Iu).
Para quaisquer \,u € R e uw € V, (A — p)u = lu — pu.

Para quaisquer A € R e u,v € V, AMu —v) = Au — Av.

A R R

Para quaisquer A\, p1, ..., pun €E R euq,...,uy €V,

n

A mjug) = (Ag)u;.
j=1

j=1
8. Para qualquer v € V, —(—u) = u.
9. Seu+w=v+w entdo u =v.
10. Se u,v € V entdao existe um unico w € V tal que u + w = v.
Prova:

1. Temos A0 = A(0+40) = A0+ A0 pelas propriedades EvV3 e EV7. Utilizando as propriedades EV1 a Ev4 e
a notacao da observagao[1.0.2, obtemos 0 = A0+ (—(A0)) = (A0+A0)+ (—(A0)) = A0+ (A0+(—(A0))) =
A0+ 0 = A0, isto é A0 = 0.

2. Temos Ou = (040)u = Ou+0u, pela propriedade EV6. Utilizando as propriedades EV1 a Ev4 e a notagao
da observagao 1.0.2}, obtemos 0 = Ou+(—(0u)) = (0u+0u)+(—(0u)) = Ou+(Ou+(—(0u)) = Ou+0 = Ou,
isto é, Ou = 0.

3. Se A # 0 entdo pelas propriedades EVS e EV5 e pelo item 1 desta proposicao, u = lu = (A" \)u =
A w) =2t = 0.

4. Utilizando a propriedade EV6 e o item 2 desta proposi¢ao, obtemos Au+(—A)u = (A+(=A))u = Ou = 0.
Pela observagao [1.0.2, —(Au) = (—A)u. Analogamente, utilizando-se a propriedade EV7, mostra-se que
—(Au) = A(—u).

A prova dos outros resultados é deixada como exercicio.
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Subespacos Vetoriais

2.1 Introducao e Exemplos

Definicao 2 Seja V' um espaco vetorial. Dizemos que W C V € um subespaco vetorial de V se forem
satisfeitas as sequintes condigoes:

SE1 0 e W;
SE2 Se u,v € W entao u+v € W,

SE3 Se u € W entdo \u € W para todo A € R.

Observacgao 2.0.3 Note que todo subespago vetorial W de um espago vetorial V' € ele proprio um espaco
vetorial. As propriedades comutativa, associativa, distributivas e EV8 sdo herdadas do préprio espaco vetorial
V. O elemento neutro da adigao é um elemento de W por SEL. Finalmente, se u € W entao —u = (—1)u € W
pelo item ] da proposicao 1 e por SE3.

Observagao 2.0.4 Obviamente {0} e V sao subespagos vetoriais do espago vetorial V. Sao chamados de
subespacos vetoriais triviais.

Observagao 2.0.5 Note que W € subespaco vetorial de V' se e somente se sao vdlidas as sequintes condigoes:
SE1” 0 € W;
SE2’ Seu,v € W e X € R entdo u+ v e W.
Vejamos alguns outros exemplos:
Exemplo 1 Seja P C P, dado por P = {p(z) € Ppn;p(0) = 0}.
Verifiquemos que P} é, de fato, um subespaco vetorial de P,,.
1. O polinémio nulo se anula em x = 0, logo, pertence a P;;.
2. Se p(z),q(z) € P’ entdo p(0) + ¢(0) = 0 e, portanto, p(x) + q(z) € Pr.
3. se p(x) € P entao Ap(0) = 0 para qualquer \ € R. Assim, Ap(z) € Px.
Exemplo 2 Verifiquemos que S = {(x,y,2) € R® x4+ y+ 2 = 0} é um subespago vetorial de R3.

1. E claro que (0,0,0) satisfaz 0+ 0+ 0 = 0.
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2. Se (x,y, 2), (u,v,w) € S entdo (r+u)+ (y+v)+ (z+w) =(x+y+2) + (u+v+w) =0 e, portanto,
(z,y,2) + (u,v,w) € 5.
3. se (z,y,2) € S entdo Az + \y + Az = A(z + y + z) = 0 para qualquer A € R. Assim, A\(z,y,2) € S.

Exemplo 3 Considere o sequinte conjunto S = {y € C*(R);y"” —y = 0} onde y" representa a derivada de
sequnda ordem de y. Verifiquemos que S é um subespaco vetorial de C*(R).

1. Claramente a funcao nula satisfaz 0" — 0 = 0;
2. Se y1,y2 € S entdo (y1 +y2)" — (Y1 +v2) = (4 —v1) — (47 —y2) = 0. Logo, y1 +y2 € 5.
3. SeyeSe)eRentdao (\y)” — Ay = Ay’ — y) = 0. Portanto, Ay € S.

Deixamos como exercicio a verificagao de que os seguintes exemplos sao subespagos vetoriais dos respec-
tivos espagos vetoriais.

Exemplo 4 Sejam ai,...,a, € R e S = {(z1,...,2,) € R";a121 + -+ + anxy, = 0}. Mostre que S é um
subespaco vetorial de R™.

Exemplo 5 O conjunto das fungoes continuas da reta na reta, C(R), é um subespago vetorial de F(R).

Exemplo 6 O conjunto das matrizes simétricas quadradas de ordem m com coeficientes reais € um subespaco
vetorial de M, (R).

Exemplo 7 Sejam m,n € N com m < n. Entao P,, € um subespaco de P,,.

2.2 Propriedades
Proposicao 2 Sejam U e W subespacos vetoriais de V. entao U NW € subespaco vetorial de V.

Prova:
1. Como0eUe0eWentao 0 € UNW,;
2. Sexz,yeUNWeleRentaox+ Ay € U e x+ Ay € W. Portanto, . + Ay € U NW.
|

Questao: Com as condicoes acima, podemos afirmar que U U W é subespaco vetorial de V7
Resposta : Nao. Basta considerar V =R?% U = {(z,y) € R%2+y =0} e W = {(z,y) € R%; 2 —y = 0}.
Note que (1,-1) e UcCcUUW e (1,1) e W CUUW mas (1,-1)+ (1,1) =(2,0) U UW.

Definicao 3 Sejam U e W subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. Definimos a soma de U e W como
U+W={u+wyuelUweW}

Proposigao 3 Sejam U, W e V como na definicao acima. Entao U + W ¢é um subespago vetorial de V.
Prova:
1. Como0eUelO0eWentao0=0+0€ U+ W;

2. Sejam z1,22 € U + W entdo z; = u; +wj, u; € U, w; € W, j = 1,2. Agora, se A € R entéo
1+ Az = uy + wy + A(ug + we) = (u1 + Auz) + (w1 + Awy) € U + W, pois U e W sado subespagos
vetoriais.
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Proposigao 4 Sejam U e W subespacgos vetoriais de um espago vetorial V. Entao UUW C U + W.

Prova: Sejave UUW. SeveUentaov=v+0€U+W.Sewv e W entaov=0+v € U+ W. Ou seja,
UUWcU+W. |

Definigao 4 Sejam U e W subespacgos vetoriais de um espago vetorial V. Dizemos que U + W € a soma
direta de U e W se U NW = {0}. Neste caso usaremos a nota¢ao U & W para representar U + W.

Observagao 2.0.6 Note que trivialmente 0 e UNW se U e W sao subespagos vetoriais.

Proposigao 5 Sejam U, W subespagos vetoriais de um espago vetorial V. Temos V. =U @ W se e somente
se para cada v € V ezistirem um unico u € U e um dnico w € W satisfazendo v = u + w.

Prova: Suponha que V.=U @ W, isto é, V =U +W e UNW = {0}. Entao, dado v € V existem u € U
e w € W satisfazendo v = u + w. Queremos mostrar que tal decomposi¢ao é tinica. Suponha que existam
v €U ew €W tais que v = v/ + w'. Entéo, u + w = v’ + w’, o que implica em v — v’ = w’ — w. Mas
u—uw eUew —weW e, portanto, u — v =w' —w e UNW = {0}, ousejau=u" e w =w'.

Suponha agora que para cada v € V existam um tnico u € U e um tnico w € W satisfazendo v = u + w.
E claro que V = U + W. Resta mostrar que U N W = {0}. Obviamente, 0 € U NW. Seja v € U NW, isto
é, v e U ewv e W. Entao, existem um unico u € U e um tnico w € W satisfazendo v = u + w. Observe que
v=utw=(ut+v)+(w—v)comu+veUew—veW e, pela unicidade da decomposicdo, devemos ter
u=u+vew=w-—wv,isto é v=_0.Logo, UNW = {0}.

Alternativamente, poderfamos supor a existéncia de v # 0 em UNW e dai obterfamos v = 2v—v = 4v—3v,
duas decomposicoes distintas para v ja que 2v,4v € U, 2v # 4v e —v,—3v € W. |

Exemplo 8 Verifique que R® € a soma direta de U = {(x,y,2) € R®%x+y+2 =0} e W = {(z,y,2) €
R3 2z =y =0}.

Note que W é de fato um subespago vetorial de R? pois W = {(z,y, 2) € R%; 2 = 0} N {(x,y,2) € R?;y = 0}.
Dado (z,y, z) € R podemos escrever

(Z,y,Z) = (l’vyafxfy)Jr(O,O,Zerer)

e como (z,y,—x —y) € U e (0,0,z+x +y) € W obtemos R3 = U + W.
Resta agora mostrar que U N W = {0}. Seja (x,y,z) € U N W. Temos

z+y+2z2=0
z=0 = (z,9,2) = (0,0,0).
y=0
Definigao 5 Sejam Uy, ..., U, subespacos vetoriais de um espago vetorial V. A soma de Uy a U, € definida
por
U+ 4+U,={wi+ - Fuyu; €U;,5=1,...,n}
Definicao 6 Sejam Ux,...,U, subespacos vetoriais de um espa¢o vetorial V. Dizemos que a soma de U a

U, € uma soma direta se
Uy (Us 4+ Uiy +Ujsy +---+Up) = {0}, j=1,...n.
Neste caso usaremos a notacao Uy @ --- @ U, para denotar a soma de Uy a U,.

Observacgao 2.0.7 E 6bvio que 0 e U;NWU1L+ -+ Ujo1 +Ujp1 +--- + Uy) se U, ..., U, sdo subespagos
vetoriais.
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Proposigao 6 Sejam Uy, ...,U, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. Entao V =U, & --- d U, se

e somente se para cada v € V existe, para cada j =1,...,n, um dnico u; € U; tal que v = uy + -+ + Up.
Prova: A prova é andloga a da proposigao 5. |
Exemplo 9 Mostre que Py é soma direta dos sequintes subespagos vetoriais Uy = {ag;ap € R}, Uy =

{a12;0; € R} e Us = {az2?;a2 € R}.

Dado p(z) € Pa, temos p(x) = ag + a1z + asx?, para certos coeficientes ag,ai,a; € R. Assim, Py =
Ui + Uy + Us.
Verifiquemos que a soma é direta.

1. Mostremos que Uy N (Us + Us) = {0}. Seja p(x) € Uy N (Usz + Us). Entéo existem ag,aq,as € R tais
que p(z) = ag = a1x + azx?. Se p(x) nao fosse o polindmio nulo terfamos um polindomio de grau 0, ag,
coincidindo com um de grau no minimo 1, ayx + as2?2, o que é um absurdo. Logo, p(z) = 0.

2. Mostremos que Us N (Uy + Us) = {0}. Seja p(z) € Us N (Uy 4+ Us). Entdo existem ag,a1,a2 € R tais
que p(r) = a1z = ag + azz?. Se p(x) nao fosse o polindmio nulo terfamos um polindémio de grau 1, a;,
coincidindo com um de grau 0 (caso as = 0) ou 2, ag + azx?, (caso az # 0), o que é um absurdo. Logo,
p(z) = 0.

3. Mostremos que Uz N (Uy +Us) = {0}. Seja p(x) € UsN (Uy + Uz). Entéo existem ag, a1, a2 € R tais que
p(r) = agx?® = ag + a1x. Se p(x) nao fosse o polindmio nulo terfamos um polinémio de grau 2, azz?,
coincidindo com um de grau 0 (caso a; = 0) ou 1, ag + a1, (caso a3 # 0), o que é um absurdo. Logo,
p(z) = 0.



Capitulo 3

Combinacoes Lineares

3.1 Definicao e Exemplos

Definigao 7 Sejam uq,...,u, elementos de um espaco vetorial V. Dizemos que u é combinagao linear de
ULy ..., Uy S€ ETLSLITEM NUMEros Teais A, . . . , Qy ta4S qUE U = QU1 + « + + + QpUnp

Exemplo 10 Em Ps, o polinémio p(x) = 2 + x? ¢é uma combinagdo dos polinémios p1(z) = 1, po(z) =z e

p3(z) = 22

Basta ver que p(z) = 2p1(x) + Opa(z) + p3(z).

Exemplo 11 Verifique que em Pa, o polinémio p(x) = 1+ x? é uma combinagdo dos polinémios qi(z) = 1,
@) =1+z eq(x)=1+x+ 22

Precisamos encontrar niimeros reais «, 3 e v tais que p(x) = aqi(x) + Bg2(x) + vg3(z). Ou seja, precisamos
encontrar «, § e 7y satisfazendo

I+ =a+80+2)+y(l+z+az)=a+B+y+ B +7)z+ 22,

que é equivalente ao sistema

at+p+y=1
ﬂ‘i”)’:O <:>oz:1,ﬁ:—1e7:1.
’y:

3.2 Geradores

Definicao 8 Sejam V um espago vetorial e S um subconjunto ndo vazio de V. Usaremos o simbolo [S] para
denotar o conjunto de todas as combinagdes lineares dos elementos de S. Em outras palavras, u € [S] se
existirem o, ..., 0, ER euy,...,u, €5 tais que u = ayuq + -+ + Aply,.

Proposicao 7 Sejam V um espago vetorial e S um subconjunto nao vazio de V. Entdo [S] é um subespago
vetorial de V.

Prova:

1. Como S # 0 existe u € S. Logo, 0 = Ou € [S].

13
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2. Se u,v € [S] entdo existem aq,...,an, Bi1,...,0m € R e uy,...,upn, v1,...,0, € S tais que u =
aqug + - F ply € v = F1u1 + -+ - + BV, Assim, para todo A € R, temos
u+ v = aruy + - 4 Qi + ANBror + -+ Bmom)
=aiuy + -+ Qply + AG1v1 F -+ ABom € [5].

|

Definicao 9 Sejam S e V' como acima. Diremos que [S] € o subespago vetorial gerado por S. Os elementos
de S sao chamados de geradores de [S]. Se S = {uq,...,un} também usaremos a notagao [S] = [uq, ..., up].

Proposicao 8 Sejam S e T subconjuntos nao-vazios de um espaco vetorial V. Temos
1. S [S);
2. Se S CT entao [S] C [T);

4. Se S é um subespago vetorial entao S = [S];
5. [SUT]=[S]+[T].

Prova:
1. Se u € S entdo u = lu € [S];

2. Se u € [S] entdo existem aq,...,a, € Rewu,...,u, €S tais que u = ayuy + -+ + apty. Como S C T
temos uq,...,u, € T e, portanto, u € [T;

3. Pelo item 1 desta proposicao, [S] C [[S]]. Seja u € [[S]]. Segue da definicio que w é uma combinagao
linear de elementos de [S], mas como cada elemento de [S] é uma combinagdo linear de elementos de
S resulta que v é uma combinagao linear de elementos de S, ou seja, u € [S];

4. Pelo item 1, S C [S]. Seja u € [S]. Entao u é uma combinagao linear de elementos de S. Como S é um
subespaco vetorial, esta combinagao linear é um elemento de S;

5. Seja u € [SUT]. Por definigdo, existem ay,...,n,f1,...,0m € Reuy,...,u, € Sevy,...,up €T
tais que
u:alul+"'+anun+ﬂlv1+"'+ﬁmvm

= (a1u1 + - +anun) + (6101 + - +5mvm) € [S} + [T]

Reciprocamente, se u € [S] + [T] entdo u = v + w com v € [S] e w € [T]. Dessa forma, existem
ar,...,0p,01,...,00 € Rew,...,vp € Sewy,...,wg €T tais que

U=v+w=ao0qv1 + -+ opvy + 1wy + - + Pywy € [SUT).

Definicao 10 Dizemos que um espaco vetorial V € finitamente gerado se existir um subconjunto finito

S CV tal que V =[5].
Sao exemplos de espagos vetoriais finitamente gerados:
1. Po(R) = [1,2,...,2"];
2. R™ é gerado por e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0),..., e, = (0,...,0,1).
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3. Myxn(R) é gerado pelas matrizes Ey; = ((5%’”), k=1,....m,l=1,...n, onde

S50 _ {1 se (i, ) = (k1)

“J 0 caso contrario .

Exemplo 12 Seja P(R) o espago vetorial formado por todos os polindmios. Afirmamos que P(R) ndo €
finitamente gerado.

Note que P, (R) C P(R) para todo n € N. Se P(R) fosse finitamente gerado existiriam polindémios p; (), ...,
pn(x) tais que P(R) = [p1(z),...,pn(z)]. Seja N o grau mais alto dentre os polindémios p1(x),. .., p,(x).
E evidente que 2Vt nao pode ser escrito como combinagao linear de p1(x),...,pu(z) e, assim, 2Nt ¢
[p1(2),...,pn(z)] = P(R). Uma contradicao.

Exemplo 13 Seja V um espaco vetorial gerado por ui,...,u,. Mostre que se, por eremplo, uy € uma
combinacao linear de ug, ..., u, entao V é gerado por us, ..., Uy,.

Devemos mostrar que todo u € V se escreve como uma combinagao linear de us,...,u,. Sabemos que
existem aq,...,a, € R tais que v = aju; + - -+ + apu, e existem também f1, ..., 3,_1 satisfazendo u; =
Biug + -+ + Bn_1u,. Combinando estas informacoes, obtemos

u=qay(frus + -+ Bno1uyn) + Qaug + - - - + apiuy
= (alﬁl + CY2)’LL2 4t (alﬂn,l + Oén)un € [UQ, ... ,un],

Exemplo 14 Sejam U = {(z,y,2,t) € Rhz —y+t+2=0} e V = {(2,9,2,t) e Rz +y —t + 2 = 0}.
Encontre um conjunto de geradores para os segquintes subespagos vetoriais: U, V, UNV e U + V.

1. Se (z,y,2,t) € U entdo y = ¢ + z + t e, portanto,
(z,y,2,t) = (z,z+ z+t,2,t) = x(1,1,0,0) + 2(0,1,1,0) + ¢(0, 1,0, 1),

isto é,
U =][(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)].

2. Se (z,y,2,t) € V entdo t = = + y + z e, portanto,
(x7y7 Z’ t) = (x’ y’ Z7x + y + Z) = x(1707 O’ 1) + y(07 17 07 1) + 2(0707 17 1)7

isto é,
vV =1(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)].

3. Se (z,y,2,t) € UNV entao
r—y+t+2z=0
r+y—t+2=0,

que implica em = —z e y = t. Desse modo, (z,y, 2,t) = (z,y, —z,y) = z(1,0,—1,0) + y(0,1,0,1) e,
portanto,
UNnv =/[(1,0,-1,0),(0,1,0,1)].
4. Como U+V = [U]+ [V] = [UUV], temos que
Uv+v=|[1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),

(1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]
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=[(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1, 1)].

Observe que
(17 17030) = (170703 1) + (03 17 170) - (0707 17 1)

e, portanto,
U+Vv=]o,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)].

Veremos mais adiante que este é o nimero minimo de geradores para o subespago U + V.



Capitulo 4

Dependéncia Linear

4.1 Definicao e Exemplos

Definicao 11 Dizemos que uma seqiiéncia de vetores ui,...,u, de um espaco vetorial V € linearmente
independente (l.i., abreviadamente) se a combinagdo linear ajuy + - -+ + apyu, = 0 86 for satisfeita quando
ap = =a, =0

Observagao 4.0.8 Note que se ay = -+ = oy, = 0 entao ayuy + -+ - + ayu, = 0, porém, a reciproca nem
sempre é vdlida. Basta ver que, por exemplo, em R? temos (0,0) = (1,1) + (=1, —1).

Observagao 4.0.9 A definicdo de independéncia linear para a seqiiéncia uq, ..., u, € equivalente a dizer
que se B; # 0 para algum i € {1,...,n} entdo Brus + -+ Bpun # 0.

Definicao 12 Dizemos que uma seqiiéncia uq,...,u, de um espaco vetorial V € linearmente dependente
(l.d., abreviadamente) se nao for linearmente independente.

Observagao 4.0.10 A defini¢ao de dependéncia linear para a seqiiéncia uy, ..., u, € equivalente a dizer
que € possivel encontrar numeros reais ayq, . . ., 0, nao todos nulos tais que aqug + - -+ + anuy = 0.

Exemplo 15 O,uq,...,u, CV € uma seqiiéncia l.d., onde O é o elemento neutro do espaco vetorial V.
Basta verificar que 10 + Ouy + - - - + Ou,, = O.
Exemplo 16 Verifique se a seqiiéncia (1,1,1),(1,1,0),(1,0,0) € linearmente independente em R3.
E preciso verificar quais sao as possiveis solugoes de
a(l,1,1) 4+ 4(1,1,0) + ~+(1,0,0) = (0,0,0).

Isto equivale a resolver o sistema

atf+y=0
a+p3=0
v =0,

que possui como tunica solugao, a = 3 = v = 0. Logo, a seqiiéncia acima é Li..

Exemplo 17 Considere os vetores em R® dados por uy = (x1,y1,21), U2 = (T2,Yy2,22) € uz = (3,3, 23).
Encontre uma condi¢ao necessdria e suficiente para que os vetores ui, us, ug sejam linearmente independentes.

17
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Vejamos, os vetores acima serao l.i. se e somente se aju; + asus + azusz = 0 apresentar como unica solugao
a1 = ag = az = 0. Isto é equivalente a que o sistema

121 + QX2 + Q33 = 0
a1y1 + azy2 +agyz =0
o121 + agzo +agz3 =0

possua solugao unica e, como se sabe, isto é equivalente que a matriz

1 T2 I3

Yy Y2 Y3
z1 ) z3

possua determinante diferente de zero. Note que as colunas desta matriz sdo formadas pelos coeficientes de
u1, us € uz. O mesmo resultado vale se colocarmos os coeficientes dos vetores uy, us € ug como linhas. Por
qué?

Exercicio 1 Fnuncie e demonstre um resultado andlogo ao exemplo anterior para uma seqiéncia com n
vetores do R"™.

Exemplo 18 Verifique se as matrizes

1 0 11 0 1
0 1)’\0 1)°\0 O
sao linearmente independentes em My (R).
1 0 11 0 1 0 0
a(o 1>+5<o 1)‘“7(0 0) = (o 0)’
a+p B+v\ (0 0
0 a+03)  \0 0}’

que possui como solugdo («, 3,7v) = (a, —, a) para qualquer « € R. Dessa forma, a seqiiéncia de matrizes
dada é linearmente dependente, bastando tomar, por exemplo, « =1, =—-1ey=1.

Procuremos as solucoes de

que equivale a

Exemplo 19 Verifique se as fungdes cos e sen sdo l.d. em C1(R;R).
Como cos e sen sao fungoes definidas em R, a combinagao nula
acos+fGsen =0

significa que acosz + fsenz = 0 para todo z € R. Em particular, para x = 0 vemos que o« = 0 e para
x =7/2, vem (3 = 0. Portanto, cos e sen sao Li..

Exemplo 20 Verifique se as funcgdes cos?, sen?,1 sio l.d. em C*(R;R).

Como

1 —cos?z — sen’z = 0, paratodo z € R,

resulta que as fungoes acima sao 1.d..
Exercicio 2 Sejam f(z) = cos2x, g(z) = cos’z e h(x) = sen?
dependentes em C1(R;R).

xz, x € R. Mostre que f, g, h sdo linearmente
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4.2 Propriedades

Proposicao 9 Se uq,...,u, sdo l.d. em um espago vetorial V entao existem j € {1,...,n} e nimeros reais
Ql,...,0n_1 tais que
’U,j = 1u1 + -4 ozj_luj_l —+ OéjUj+1 + -+ Ay —1Up-

Prova: Como uy, ..., u, sao l.d. existem nimeros reais (31, ..., 3, nao todos nulos tais que Syui+- - -+SBpu, =
0. Desse modo, existe j € {1,...,n} tal que §; # 0 e, assim,
B Bj-1 Bj+1 Bn
uj———u1—~-~— Ujfl— uj+1—~-~——un.
B; B; B; Bj
|
Proposicao 10 Se uq,...,u, sio linearmente dependentes em um espaco vetorial V' entdo uy,..., Un,
Up41s- - -5 Uy também sao linearmente dependentes.
Prova: Como existem nimeros reais i, ..., 3, nao todos nulos tais que Siu; + - - - + Bpu, = 0, podemos
escrever
61u1++ﬁnun+0un+l++0um =0
sendo que nesta ultima expressao nem todos os coeficientes sao nulos. |
Proposigao 11 Seuq, ..., U, Upt1,-- -, Uy SG0 Li. em um espago vetorial V entdo uy, ..., u, também sdo.
Prova: Suponha que fyu; + - -+ + Bru, = 0. Mas como
Brur + -+ Bpun = frur + - + Bpty + 0upqqr + -+ + 0wy, =0
e estes vetores sao Li., segue que f; = -+ =3, = 0. |
Proposicao 12 Se uq,...,u, sao l.i. em um espacgo vetorial V e uy, ..., Up, Upy1 sao Ld. entdo u,41 €
combinacao linear de uy, ..., Uy,.
Prova: Existem f1, ..., 8,41 nao todos nulos tais que
ﬁlul R Bnun + ﬁn-}-lun-&-l = 0.
Agora, se 8,11 = 0 entdo a expressao acima ficaria
61“1 e ﬂnun = 0.
Ora, os vetores uq,...,u, sao Li. e, assim, deverfamos ter também 3, = --- = 3, = 0. Uma contradi¢ao. NI
Proposigao 13 Sejam uq, ..., u, vetores l.i. em um espago vetorial V. Se ayjuy + -+ apuy = Brur +---+

Bnun entio o = B4, j=1,...,n.

Prova: Temos
(a1 = Br)ur + -+ (o — Bn)un =0

€ como uy, ..., U, sao lLi. entao o; — 3; =0, isto é a; = B, paratodo j =1,...,n. |
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Capitulo 5

Base e Dimensao

5.1 Base

Definigao 13 Seja V # {0} um espago vetorial finitamente gerado. Uma base de V' € uma seqiiéncia de
vetores linearmente independentes B de V' que também gera V.

Exemplo 21 Os vetores de B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} formam uma base de R3.

Vé-se facilmente que os vetores de B sdo Li. e que todo (z,v,2) € R? se escreve como (z,y, z) = 2(1,0,0) +
y(0,1,0) + 2(0,0,1).

Exemplo 22 Os vetores e1,--+ ,e, € R™ onde e; = (1,0,...,0), e2 =(0,1,0,...,0), ..., e, = (0,...,0,1)
formam uma base de R™.

Exemplo 23 (1,1) e (1,—1) formam uma base de R?.

E preciso mostrar que estes vetores sao Li. e que todo ponto de R? se escreve como combinacio linear de (1, 1)
e (1,—1). No entanto, se mostrarmos que todo ponto de R? se escreve de maneira tinica como combinacao
linear de (1,1) e (1,—1) j4 estaremos mostrando as duas propriedades ao mesmo tempo. (Por qué?)

Seja (z,y) € R2. O nosso problema se resume em mostrar que existe um tnico o € R e um tinico 8 € R
satisfazendo (z,y) = «(1,1) + B(1,—-1) = (o + B, — ). Esta tltima expressdo é equivalente ao seguinte

sistema linear
a+fB==
a—fB=uy.

Resolvendo o sistema obtemos uma tnica solugao dada por a = (z +y)/2 e 8 = (x — y)/2.

, 10 0 1 0 0 0 0
Exemplo 24 As matrizes em B = {(O 0) , (O O) , (1 0> , (O 1)} formam uma base para Ma(R).

Exercicio 3 Verifique se os elementos de B = {1+ x,1 —x,1 — 22} formam uma base de P2(R).

Teorema 1 Todo espago vetorial V- # {0} finitamente gerado admite uma base. Em outras palavras, hd
uma seqiéncia de vetores l.i. de V' formada por geradores.

Prova: Como V # {0} é finitamente gerado existem uq,...,u, € V tais que V = [u, ..., up]. Se u1,...,uy
forem L.i., entao esta seqiiéncia é uma base de V e nao ha nada mais a ser provado.

Suponhamos que ui,...,u, sejam l.d.. Podemos supor que u; # 0, j = 1,...,m. Como u; # 0, uj ¢
Li. Agora, se todo uj, j = 2,...,n puder se escrever como combinacdo linear de u1 entdo V = [u1] e uq €

21
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uma base de V. Caso isto nao ocorra, é porque existe algum u;, com 2 < j < n tal que u;,u; sdo Li.. Por
simplicidade, suponhamos que seja o us, isto é, ui,us sao Li.. Bem, se todos os vetores us,...,u, forem
combinagoes lineares de u; e uy entdo V = [ug, us] € up, us formam uma base de V. Podemos repetir este
processo e como o ndmero de elementos de L = {uq,...,u,} é finito, ele finda. Desse modo, existe uma
seqiiéncia de vetores 1.i. dentre os vetores L que gera V. Esta seqiiéncia forma uma base de V. |

5.2 Dimensao

Teorema 2 Em um espago vetorial V' # {0} finitamente gerado toda base possui o mesmo nimero de
elementos.

Prova: Sejam uy,...,u, € v1,...,0,, bases de um espaco vetorial finitamente gerado V. Suponhamos que
n > m e mostremos que isto implicard que w1, ..., u, sdo l.d., o que contraria o fato de formarem uma base.
Como os vetores vy, ..., v, geram V podemos escrever para cada 1 < j < n,

Uj = QU1+ + QU

Assim, a combinagao linear nula xyuy + - - - + x,u, = 0 é equivalente a

m m
x (Z Oéﬂvz') +o 4Ty, (Z Oéz'n?fi> =0,
i—1 i_1

ou ainda,
n n
E rjay; v+ + E ZTjQmj | Um = 0.
j=1 j=1

Como v4,...,V, sao li. entao Z?Zl zjoy; = 0 para todo 1 < 7 < n. Estas m equagoes representam um
sistema linear homogéneo com n incégnitas. Como n > m, existe uma solucao nao trivial, isto é, uma solugao
Z1,...,%, onde pelo menos um z; é diferente de zero. Assim, u,...,u, sdo l.d., uma contradicao. |
Definicao 14 Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Se V.= {0} definimos a dimensao de V como
sendo 0. Se V #£ {0} definimos a dimensao de V' como sendo o nimero de elementos de uma base qualquer
de V. Usaremos o simbolo dim V' para designar a dimensao de V.

Definicao 15 Se um espaco vetorial nao € finitamente gerado dizemos que V possui dimensao infinita.

A seguinte proposicdo é um resultado da prova do teorema 2.

Proposicao 14 Em um espaco vetorial de dimensdo m qualquer seqiiéncia de vetores com mais de m ele-
mentos € linearmente dependente.

Exemplo 25 dimR" = n.

Exemplo 26 A dimensdo de P(R) € infinita. Veja o exemplo [12.
Exemplo 27 dimP,(R) =n+ 1.

Basta notar que os polinémios 1,z,...,2" formam uma base de P, (R).

Exemplo 28 dim M,,x,(R) = mn.
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Note que o as matrizes

k.l
A= (6, )1<i<m,
125<n

formam uma base de M, x,(R).

Exercicio 4 A dimensao do espago das matrizes quadradas e simétricas de ordem n é n(n +1)/2.

Teorema 3 (Completamento) Seja V um espago vetorial de dimensao n. Se uy,...,u, sao li. em V
com r < n entdo existem Upyq,..., Uy tais que Uy, ..., Up, Upil,-- ., Uy formam uma base de V.
Prova: Como r < n existe u,4+1 € V tal que uq, ..., u,, ur41 sdo Li., pois caso contrario os vetores uq, ..., u,
formariam uma base de V, o que é impossivel pois dimV =n > r.

Se r+1 =n entao uq,..., U, u,41 formam uma base de V que contém L.

Se r+1 < n entao é possivel encontrar u,42 € V tal que uq, ..., Ur, Ury1, Urto 880 Li., pois caso contrario
a seqliéncia w1, ..., Uy, ur+1 seria uma base de V, o que é impossivel pois dimV =n > r + 1.

Repetindo os argumentos acima, encontramos vetores w,41,Ury2, - .., Urtk, onde 7 + k = n, de forma
que

ULy e ooy Upy Up41y ooy Uptk

sao Li. e, como dimV = n = r + k, segue que esta seqiiéncia de vetores é uma base de V' que contém os
vetores uq,. .., Up. |

Exemplo 29 Encontre uma base do R? que contenha o vetor (1,1,—1).

Como a dimensdo de R?® é trés, precisamos encontrar dois vetores, (a,b,c), (z,y,2), que juntamente com
(1,1, —1) sejam Li.. Porém, pelo exemplo [17, sabemos que isto é equivalente ao determinante de

1
1
-1

o o
[SINSOR S

que ¢ seja diferente de zero. H& uma infinidade de possibilidades para que isto acontega. Por exemplo,
tomando (a,b,c) = (0,1,1) e (z,y,2) = (0,0, 1).

Proposicao 15 Seja U um subespaco vetorial de um espago vetorial de dimensao finita V. Se dimU =
dimV entio U = V.

Prova: Sejam uy, ..., u, vetores que formam uma base de U. Temos U = [uq,...,u,]. Como n = dimU =
dim V, vemos que para qualquer v € V| a seqiiéncia uy,...,u,,v € l.d. pela proposicao [14, porém, como
Uy, ..., Uy 820 Li., segue-se que v é uma combinacao linear destes vetores. Desse modo, todo elemento de V'
se escreve como combinagdo linear de ug, ..., u,. Ou seja, V = [ug,...,u,] = U. |

5.3 Dimensao de Soma de Subespacgos Vetoriais

Proposicao 16 Seja V um espacgo vetorial de dimensao finita. Se U e W sao subespagos vetoriais de V.
entao

dim(UNW)+ dim (U + W) = dimU + dim W (5.1)
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Prova: Note primeiramente que todo subespago de um espago vetorial de dimensao finita tem também
dimensao finita.

Sejam vq, ..., v, elementos de uma base de U N W. Como estes vetores sao 1.i. e pertencem a U, pelo
teorema 13, existem wi,...,u, € U tais que ui,...,up,v1,..., Uy formam uma base de U. Por outro lado,
U1, ..., U, também pertencem a W e pelo mesmo teorema é possivel encontrar wi,..., wy, € W de modo
que wy,...,Wq, V1, ...,V formem uma base de W.

Com a notagao usada, temos dim (UNW) =m, dimU =m +p e dimW = m + ¢. Sendo assim, a fim
de mostrarmos que 5.1 é védlida, é necessdrio e, na verdade, suficiente mostrar que dim (U 4+ W) =m+p+q.
Para tanto, basta mostrarmos que os vetores

ULy ooy Up, Wiy vy Way V1, e v, Uy (5.2)

formam uma base de U + W.
Mostremos primeiramente que eles geram U + W : dado v € U + W existem u € U e w € W tais que
v = u + w. Usando as bases tomadas acima de U e W podemos escrever

U= iU+ F QplUp + Qpr1V1 + -+ A Unm

w = 51’(1}1 +---+ 6qwq + 6q+1vl +---+ /6q+mvm7

onde ai,...,0p1m,B1,- -, Bq+m € R. Somando as duas udltimas equagdes obtemos

v=aiu + -+ apuy + Srwr + -+ Bawg + (apy1 + Ber)vr + - A (Qprm + Bgrm)Um

mostrando que os vetores de 5.2l geram U + W.
Verifiquemos que os vetores em 5.2 sao L.i.. Suponha que

aug + - F apuy + frwr + - 4 Bgwg 4+ 0101 + -+ U = 0, (5.3)
ou seja
ouy + - oplp + 6101 + -+ O U = —G1wr + - -+ — Bawg.
Como u1,...,Up,V1,..., Uy sao vetores de U e wy,...,w, sdo vetores de W segue-se que
—Brwy — - — Bawg EUNW = [v1,..., 0]
Conseqilientemente, existem 71, ..., v, tais que
—Prwr — -+ = Bgwg = 11v1 + -+ YU,
ou seja,
Brwy + -+ + Bgwg + v + -+ YU = 0.
Como wr, ..., Wq,V1,. .., Uy sd0 Li., pois formam uma base de W, segue-se que 11 = =y, =01 =+ =

B¢ = 0. Assim, a equagao 5.3 se reduz a

aqur + - Fapup + 611 + -+ Gy =0

€ COMO U, ..., Up,V1,...,Vm sd0 Li., pois formam uma base de U, segue-se que
al = e e e — ap = 61 T e e e 6m = 07
donde se conclui que os vetores de 5.2/ sao 1.i.. |

Observagao 5.3.1 Note que se V, U e W sdo como na proposicaoll0l e se além do mais tivermos V. =U+W
e dimU + dimW > dimV entao U NW # {0}, isto é, a soma U + W ndao é direta.
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Bem, se fosse U N W = {0} entao pela proposicao [16] terfamos
0=dim{UNW)=dimU + dimW — dim (U + W)

= dimU + dimW — dimV > 0,

um absurdo.

Exemplo 30 Sejam U = {p(z) € P3(R); p(0) = p(1) =0} e V = {p(z) € P3(R); p(—1) = 0}. Encontre uma
base para U, V, UNV eU + V.

U : Temos
p(x) = ap + a1x + axx® + aza® € U <= p(0) = p(1) =0

CLO:O
a0+a1+a2+a3:0

3 3

— p(z) = —(az + a3)x + as2® + azz® = ax(2® — z) + az(z® — ).

Desse modo, U = [2? — x, 23 — 2] e estes polinémios sdo Li. pois como cada um tem um grau distinto

do outro, nenhum pode ser multiplo do outro. Assim, 2> — z e 2 — 2 formam uma base de U.
Ve
p(z) = ag + a1z + axx® + azax® € V
—p(-1)=0<=ap—a; +az—az3=0
< p(x) = ag + (ap + az — az)x + axx® + aza®
= ao(1 + ) + ax(2® + 2) + az(z® — ).

Desse modo, V = [1 + z,2% + x,2% — 2] e estes polindmios sao Li. pois como cada um tem um grau
distinto do outro, nenhum pode ser uma combinacdo linear dos outros dois. Portanto, 1 4+ z,2% 4+ x e
23 — z formam uma base de V.

unv:

a():O
p(z) =ag+ a1z +ax® +a3z® e UNV <= < ag+a1+as+as =0

apg— a1 +as —az3 =0

= = 0
= {ao 2 — p(x) = —ay(2® — ).
a;p = —as

Logo, 22 — x é uma base de U N'V.

U+V: Temos dim(U+V)=2+3-1=4= dimP3(R). Pela proposigao 15 temos que U + V = P3(R) e

podemos tomar como base os polinémios 1, z, 22 e z°.

Exemplo 31 Voltemos ao exemplo|1/. Sabemos que

v = [(1,1,0,0),(0,1,1,0),(0,1,0,1)]
Vv = ]1,0,0,1),(0,1,0,1),(0,0,1,1)]
unv = [(1,0,-1,0),(0,1,0,1)]
v+v = J0,1,1,0),(0,1,0,1),(1,0,0,1),(0,0,1,1)]
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Verifiquemos que os geradores acima sao na verdade bases para os respectivos subespacos vetoriais. Para
tanto basta verificar que cada seqiiéncia de vetores acima é L.i..
Analisemos primeiramente para U: se

(1,1,0,0) +5(0,1,1,0) ++(0,1,0,1) = (0,0,0,0)

entao
(a4 B +7,8,7) = (0,0,0,0)
que implica em o = 3 =y = 0.
Vejamos agora o caso do subespago V': se

05(1707 07 1) + /8(07 1707 1) + 7(07 07 ]" 1) = (07 07 0’ O)

entao

(a, 8,7, 0+ B +7) = (0,0,0,0)

que implica em o« = 8 =y = 0.
Passemos agoraa U NV : se

01(1,0, _170) +ﬂ(05 1707 1) = (aaﬂa _O‘76) = (0507070)

que implica em o« = § = 0.

Pela proposigao 16/ temos dim (U + V) =3+3 -2 = 4. Como (0,1, 1,0), (0,1,0,1), (1,0,0,1), (0,0,1,1)
geram U + V segue-se do fato da dimensao deste subespaco ser quatro que formam uma base para U + V.
Como a dimensdo de R* também e U + V C R*, temos pela proposicao 15 que U + V = R*. Note que esta
soma nao ¢ direta.

5.4 Coordenadas

Sejam V um espago vetorial finitamente gerado e B uma base de V formada pelos vetores uq, ..., u,. Como
B é uma base de V, todo elemento de u € V se escreve como aju; + -+ + apuy,, com os coeficientes
ai,...,a, € R. Pela proposigao 13, os coeficientes o, ..., a, sao unicamente determinados pelo vetor u.
Estes coeficientes sdo denominados coordenas de u com relagao a base B. Representaremos as coordenadas
de u com relacao a base como

[e%] a1
ou simplesmente por quando B estiver subentendida.

(873} On

B

Exemplo 32 Mostre que os vetores (1,1,1), (0,1,1) e (0,0,1) formam uma base de R3. Encontre as coor-
denadas de (1,2,0) € R® com relagdo a base B formada pelos vetores acima.

J4 sabemos que dimR? = 3. Para verificar se os vetores acima formam uma base de V, basta verificar se eles
sao l.i.. Utilizando o exemplo 17/ vemos que estes vetores sao de fato 1.i. pois a matriz

1 0
11
1 1

_ o O

possui determinante igual a 1 # 0.
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que é equivalente ao sistema

a=1
a+ =2
a+pB+v=0
cuja (tnica) solugdo é « =1, 8 =1 e y = —2. Desse modo, as coordenadas de (1,2,0) com relacao & base B
sao dadas por
1
1
-2

B

Exemplo 33 Mostre que os polinémios 1, x, 2% —x formam uma base, B, de Po(R). Encontre as coordenadas
de 1+ z + 2% com relacdo & base B. Encontre também as coordenadas deste mesmo polinémio com relacdo

a base C' formada pelos polinémios 1, x e x2.

Pa verificar que 1, z, v2 — 2 formam uma base de P5(R) basta mostrar cada p(x) = ag+a1z+asx? € P2(R)
se escreve de maneira unica como combinacdo linear de 1,z e 22 — z. Isto é equivalente a mostrar que a
equacao p(z) = al + Bz + y(2? — ) possui uma tnica solucio (a, 3,7) € R3. A equagdo acima se escreve

como
ap + a1z + asr? = a + (B — y)x + 22,

que é equivalente ao sistema

a = Qg
B—v=a
Y = a2,

que possui uma unica solucao dada por o = ag, 8 = a1 + az, € ¥ = as.
Com isso em maos, vemos que as coordenadas de 1 4+ x + x2 com relacao a base B sao dadas por

1
2

1 s

2

Note que com relacdo & base C formada por 1, = e 22 as coordenadas de 1+ z + x2 sdo dadas por

1
1

e
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Capitulo 6

Mudanca de Base

Como vimos no exemplo [33] as coordenadas de um elemento de um espago vetorial podem variar quando se
consideram bases distintas. O que passaremos a estudar agora é como esta mudanca ocorre, ou seja, como
é possivel encontrar as coordenadas de um vetor com relagao a uma base sabendo-se suas coordenadas com
relagdo a uma outra.

Seja V' um espago vetorial finitamente gerado. Sejam B e C bases de V' formadas pelos vetores uq, . .., Uy,
e vi,...,Un, respectivamente. Como B é uma base, existem o;; € R, 1 < 4,5 < n tais que
U1 = QiU+ -+ Qpilp
Unp = OQ1pUl + -+ Qpply.
Desta forma, as coordenadas de v1,...,v,, com relacao a base B sao, respectivamente,
a11 [05%7)
) )
Qnl B Qnn B

Reunimos estas informacoes sobre as coordenadas dos vetores da base C' com relagao a base B na seguinte
matriz

@11 o Oln
Mf = 7
Anp1 - Qnn
cujas colunas sao formadas pelas coordenas de vq, ..., v, com relacao a base B. A matriz Mg é chamada de

matriz mudanca de base da base B para a base C.
Antes de mostrarmos a relagdo que existe entre M§ e as coordenadas de um dado vetor com relagao as
bases B e C, vejamos como podemos encontrar a matriz de mudanca de base em um exemplo no R3.

Exemplo 34 Considere a base B em R® formada pelos vetores (1,0,1), (1,1,1) e (1,1,2). Considere também
a base C' formada pelos vetores (1,0,0), (0,1,0) e (0,0,1). Encontre M.

Precisamos resolver

1a0a0) = all(ly )"‘0621( y Ly )"‘0631( ]
(O, 1, 0) = 0612(1,
(0703 1) = 0413(1,0,].)4*0423( ) 71) +0433( ) Ly

0, )
0 )
)
(a11 4+ @21 + azi, 01 + oz, a1 + a1 +2a31) = (
(
(

1 1,1,1 1,1,2
71)+0422(1,1,1)+OL32(1,1,2 —
1,1 1,1,2

(a2 + @92 + a2, aog + g2, 12 + @92 + 2032) =
(013 + o3 + a3, 23 + g3, i3 + o3 + 2a33) =

29
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Um momento de reflexdo nos poupard um pouco de trabalho neste ponto. Note que cada linha acima
representa um sistema de trés equagbes com trés incdgnitas e que a matriz associada a cada um destes
sistemas é a mesma. O que muda sao os nomes das varidveis e o segundo membro. Utilizando como varidveis
x, y e z, basta resolvermos o seguinte sistema

1 1 1 T a
01 1| [y]l=10>
1 1 2 z
onde a, b, c € R. O sistema acima é equivalente a
1 1 1 T a
01 1|[y]=] b
0 0 1 z —a
cuja Unica solugao é dada porx =a—b, y=a+b— =c—a.
Tomando (a, b, c) = (1,0,0) obtemos (a117a21,0é31) (1, 1,—1).
Tomando (a, b, ¢) = (0,1,0) obtemos (12, ass, az2) = (—1,1,0).
Tomando (a, b, c) = (0,0,1) obtemos (13, ans, az3) = (0, —1,1). Desta forma, obtemos
1 -1 0
M§ =11 —1
-1 1

Exercicio 5 Com as notagoes do exemplo acima, encontre Mg.

Vejamos agora como as coordenadas de um vetor se relacionam com respeito a duas bases de um espago
vetorial de dimensao finita.
Sejam B e C bases de um espaco vetorial de dimensao finita formadas, respectivamente, pelos vetores

UL,y ..., Uy € V1,...,0V,. Dado um vetor u em V sejam
T Y1
Uup = . e ug =

as suas coordenadas com relacao as bases B e C, respectivamente. Se Mg = (o;) representa a matriz de

mudanca da base B para base C, entao como v; = Z?zl aiuq, 3 =1,...,n, obtemos
n n n n
U= E Tl = E Yijvj = E Yj E QUi | = E E QY5 | Ui
i=1 j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
onde na ultima igualdade invertemos a ordem da soma. Como os vetores uq,...,u, sao l.i., segue-se que
T = E?Zl oy, ¢ = 1,...,n. Porém, estas dltimas n equacdes podem ser escritas na seguinte férmula
matricial
Q11 Q12 o Qaq Y1 T
= )
Qnp1  Qp2 o Qnn Yn T

ou mais simplesmente,

Resumiremos este resultado na seguinte
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Proposigao 17 Sejam B e C bases de um espago vetorial de dimensao finita V. Se up e uc representam
as coordenadas de um dado vetor w € V' com relacao as bases B e C, respectivamente e se Mg € a matriz
de mudanca de base da base B para a base C entdo

up = Mguc.

Exemplo 35 Fizado § € R, considere os vetores u; = (cosf, senf) e uz = (—senf,cosf) em R% Mostre
que estes vetores formam uma base, B, de R? e encontre a matriz de mudanca desta base para a base C
formada pelos vetores e; = (1,0) e e2 = (0,0). Encontre as coordenadas do vetor u = aey + bea com relagio

a base B.

Como a dimensio de R? é dois basta mostrar que u; e ug sdo Li.. Se a(cos 8, sen )+ 3(—send, cosf) = (0,0)
entao

acosf — (Bsenf =0
asenf + Fcosf =0

pois
det (COSH —sen9> 140

senf  cosf

A matriz M§ serd dada por (a;), onde

(1,0) = ay1(cosb, senf) + asi(—sen b, cosb)
(0,1) = ay2(cos b, senB) + gz (—sen b, cos ),
que é equivalente a
(1,0) = (a1 cos@ — asgy senf, aqq sen b + aigy cos )
(0,1) = (a12c080 — agzsend, agg sen b + aigs cosb),

e como ja visto antes, basta resolver o sistema
cosf —senf\ (z\ [«
senf  cosf y) \B
x\ [ cosf sen@) fa) [acosf+ Fsend
y)  \—senf cosf ) \B) \Bcosh—asenld/"

Fazendo (a, 8) = (1,0) obtemos (a1, a21) = (cosf, —sen@). Colocando (a, 8) = (0, 1), temos (a2, g2) =

(senf, cosf). Assim,
MC — < cosf  sen 9)
B - .

cuja solugao é dada por

—senf cosf

Agora, se up representa as coordenadas de u = ae; + bes com relacao & base B e uc as coordenadas do
mesmo vetor com relagao a base C, pela proposigao [17 temos

wn = MCur — cosf sen 6 a\ _ (acosf+ bsenf
B=MBEC =\ —senf cosf)\b) ~ \bcosh —asend )"
Proposigcao 18 Sejam B, C e D bases de um espaco vetorial n dimensional. Temos

ME = MEME.



32 CAPITULO 6. MUDANCA DE BASE

Prova: Sejam uy,...,u, os vetores de B, v1,...,v, os vetores de C' e wy,..., w, os vetores de D. Usando
a notagao M§ = (a;;), ME = (Bi;) e M = (v;j) vemos que

n n n
v; = E QG U, Wi = E ﬂjkvj, Wg = E VikUs- (6.1)
i=1 j=1 i=1

Assim
n n n n n
wg = E Bjkv; = E Bik E Qiju; | = E aijBik | i,
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
como U1, ..., Uy, sao Li., comparando com a ultima expressao de 6.1, obtemos

n
Vik = Zaijﬂjk, 1<4,k<n.
j=1
Resta apenas lembrar que o lado direito da expressao acima representa o elemento da i-ésima linha e da
k-ésima coluna da matriz M§ME. Portanto, ML = M§ME. |

Proposigao 19 Sejam B e C bases em um espaco vetorial de n dimensional V. Entao a matriz Mg POSSUL
inversa e esta inversa € dada por Mg, a matriz de mudanca da base C' para a base B.

Prova: Pela proposicao anterior temos MgMg = MBB e MCBMg = Mg resta mostrar que ME = Mg =
I = (d;;), onde
1 sei =]
0ij = -
0 caso contrario,

¢ a matriz identidade de ordem n. E claro que basta mostrar que M g = I e isto é bem simples, pois se

ui,...,u, sao os vetores da base B entdo MJF = (a;;) satisfaz u; = Y. | ayju;, j = 1,...,n. Ora, como
U1, ..., Uy sao Li., para cada j = 1,...,n, a Unica solucao de cada uma destas equagoes é dada por
1 sei =]
Q5 = (.
0 caso contrario,
ou seja, o = ;5. |

Exercicio 6 Utilize a proposicao acima para refazer o exercicio .



Capitulo 7

Transformacoes Lineares

7.1 Definicao e Exemplos

Definicao 16 Sejam U e V espagos vetoriais. Dizemos que uma funcao T : U — V' é uma transformagao
linear se forem verificadas as sequintes condigdes:

1. T(u+v) =T(u)+T(v), Yu,v € U;
2. T(Au) = AT (u), Vue U, VAeR

Observagao 7.0.1 Note que T : U — V ¢é uma transformacao linear se e somente se T(Au + pv) =
AT(u) + uT'(v), para todo u,v € U, A\, u € R.

Observagao 7.0.2 Note que pela propriedade (2 temos T(0) = T(00) = 0T (0) = 0. Ou seja, toda transfor-
macgao linear de U em V leva o elemento neutro de U no elemento neutro de V.

A seguir listamos alguns exemplos de transformagoes lineares definidas em varios espagos vetoriais que
ja tratamos no decorrer do curso.

1. T:U — V dada por T(u) = 0, para todo u € U. T é chamada de transformagao nula.
2. T:U — U dada por T(u) = u, para todo u € U. T é chamada de transformagao identidade.
3. T:Pn(R) — R*""! dada por

T(ap + a1z + -+ an2™) = (ao, - .-, ant1).-

4. Se A € My, xn(R) é uma matriz dada, definimos
T : Mypx1(R) = My (R)
por T(X) = AX, o produto de A com X, para todo X € M, x1(R).
5. T:C([0,1;R) — R dada por )
7() = [ sa) e
para toda funcdo f € C([0,1];R).
6. T:C*[0,1];R) — C([0,1];R) dada por T(f) = f’, a derivada de f, para toda f € C1([0,1];R).

Os exemplos abaixo sao de fungoes entre espagos vetoriais que nao sao transformacoes lineares.

33
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1. T:R3® — R dada por T(x,y,2) =z +y + 2 + 1. Note que 7(0,0,0) = 1 # 0.
2. T:C([0,1;R) — R dada por
1
7() = [ If)d
0

para toda fungéo f € C([0,1];R). Se T fosse linear deveriamos ter por 2, T'(—f) = —T(f) para toda
fungdo f € C([0,1];R). Para ver que isto ndo ocorre, basta tomar f como sendo a funcdo constante
igual a 1. Temos neste caso que T(—1) =1 =T(1).

3. T:R — R dada por T'(z) = 22. Observe que T(—1) = 1 = T(1). Logo, nao temos T'(—1) = —T'(1).

Proposigao 20 Seja U um espaco vetorial com base formada pelos vetores uy, ..., u,. Toda transformacado
linear T : U — V fica determinada por T'(uq), ..., T (up).

Prova: J4 que uq,...,u, formam uma base de U, dado u € U existem ay,...,a, € R tais que u =
oug + -+ - + oy Uy. Deste modo,

T(u) =T(aquy + -+ + apuy) = a1 T(ur) + - - + anT(uy).
|

Ex. Resolvido 1 Encontre uma transformagcdo linear T : R? — R? tal que T(1,2) = (3,—1) e T(0,1) =
(1,2).

Resolugao: Note que (1,2) e (0,1) formam uma base de R?. Se (z,y) € R? entdo, como é facil verificar,
temos (z,y) = z(1,2) + (y — 2z)(0, 1). Deste modo, a transformagao T" deve satisfazer

T(z,y) =T(x(1,2) + (y — 22)(0,1)) = 2T(1,2) + (y — 22)T(0,1)

=x(3,-1) + (y — 22)(1,2) = (z + y, 2y — 5z).

Verifica-se facilmente que a transformacao T' definida como acima, isto é, T'(x,y) = (z + y, 2y — 5z ), é linear
e satisfaz as condigoes pedidas.
O

7.2 O Espaco Vetorial L(U,V)

Definigao 17 Sejam U e V' espagos vetoriais. Denotaremos por L(U,V) o conjunto das transformagées
lineares T : U — V. Quando U =V denotaremos L(U,U) = L(U).

Dadas T,S € L(U,V) podemos definir T+ S : U — V por (T 4+ S)(u) = T(u) + S(u), u € U. Vé-se
claramente que T+ S € L(U,V).

Se T € LU, V) e A € R definimos AT : U — V como (AT)(u) = AT (u)). Também, \T € L(U,V).

E um simples exercicio de verificagdo o fato de L(U, V') com as operagoes definidas acima ser um espago
vetorial. Note que o elemento neutro da adicao é a transformacao nula, isto é, T' € L(U,V) definida por
T(u)=0,uel.

Registraremos isto na seguinte

Proposicao 21 L(U,V) com as operagides acima é um espago vetorial.

Definicao 18 Se U ¢ um espago vetorial, definimos o espago dual de U como sendo U’ = L(U,R), isto €,
U’ é formado pelas transformagoes lineares T : U — R. FEstas transformagoes lineares também sao chamadas
de funcionais lineares definidos em U.
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Teorema 4 Se U é um espaco vetorial de dimensdo n e V. é um espaco vetorial de dimensao m entdo
L(U,V) tem dimensdo mn.

Prova: Fixemos duas bases, uma formada por vetores ui,...,u, de U e outra formada por vi,...,Um,

vetores de V.
Paracadal <i<nel<j<mdefina

Tij(x1u1+"'+xnun):xivja xl,...,anR.

Note que

visei=k
Ty (uy) = {Ojse ik

Verifiquemos que T;; € L(U,V):
Tii(x1ur + -+ + Tpupn) + (y1ur + - + Yny))
=Tii(z1 +y)ur + -+ (Tn + yn)un) = (25 + ¥i)v; = 2305 + yiv;
=Ti(x1ur + - - + zpupn) + T (Yaur + - + yntn).
Também, para todo A € R,
Tﬁ()\(.i?lul + -4+ xnun)) = Tij(/\xlul —+ -+ /\xnun)
= Azv; = AT (ziug + - - + Tpuy).

Mostremos que Tj;, 1 <i<nel<j<m, formam uma base de L(U,V).
Se 30—y >_j=y aijT;; = 0 entdo, para cada 1 <k <n,

0=> " ayTij(uw) =Y ar;Thj(ur) = > _ ar;v;
i=1 j=1 j=1 J=1

e como v, ..., U, Sao linearmente independentes, segue-se que ax; = - -+ = agm,m = 0. Portanto Th1, ..., Thm
sao linearmente independentes.

Seja T € LU, V). Se u € U entdao u = x1uy + - - - + Tply, para certos nimeros reais x1, . .., T,. Como T
é linear

T(u) =x1T(u1) + -+ z,T(up).
Como T'(u;) € V, podemos escrever, para cada 1 < i < n,
T(uz) = Q11 + -+ QiU
Porém, como para cada 1 < j <m, 1 <1i <n, T;;(u) = z,;v;, obtemos
T(u) = 21T (u1) + -+ + 2,1 (un)
=z1(anv1 4+ am1vm) + -+ Tn(0pvr -+ Ao tim)
= 0112101 + 0 F 121U, + o+ @pTaU + o A TrU;m,
= allTll(u) + -+ CvmlTlm(U) + -+ alnTln(u) + -+ OzmnTnm(u),

ou seja
T= allTll +-+ amlTlm +---+ alnTln + -+ CVrnncz—‘nrrr

Corolario 1 Se V' é um espacgo de dimensao n entdao o seu dual também tem dimensao n.
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Pelo corolédrio [1, se U tem dimensdo n entdo o seu dual, U’, tem a mesma dimensao. Seguindo os
passos da demonstracao do teorema 4l se uq,...,u, formam uma base B de U entao os funcionais lineares
fi,....fn : U — U dados por f;j(u) = fj(ziur + -+ zpu,) = z;, j = 1,...,n, formam uma base de U’.
Esta base é chamada de base dual da base B.

Ex. Resolvido 2 Considere a base B de R® formada por uy = (1,1,1), uz = (1,1,0) e uz = (1,0,0).
Encontre a base dual de B.

Resolugao: Dado (z,v,2) € R?, temos
(x,yv Z) - Z(]-v 1, 1) + (y - Z)(]-a 1, O) + (.’t - y)(lvoa 0)
Deste modo, a base dual de B, é dada pelos funcionais lineares f1, fo e f5 onde fi(x,y,2) = z, fa(z,y,2) =
y—ze f3(x,y,2) =z —y.
U

Definicao 19 Sejam U,V e W espagos vetoriais. Se T € LU, V) e S € L(V,W) definimos a composta
SoT:U— W por SoT(u)=58(T(u)), uel.

Exemplo 36 Considere as transformacaoes lineares T, S : R? — R? dadas por T'(x,y) = (z+y,0) e S(x,y) =
(z,2y). Encontre To S e SoT.
ToS(x,y) =T(S(z,y)) =T(x,2y) = (x + 2y,0).

SoT(x,y) =5(T(z,y)) = S(x+y,0) = (z+y,0).
Note que To S # SoT.

Observacao 7.0.3 Se T € L(U), podemos definir T* =T paran > 2, T" =T o T""L.

Definicao 20 T € L(U) € chamada de nilpotente se existir algum inteiro positivo n tal que T™ = 0, a
transformagdo nula.

Obviamente a transformagao nula é um exemplo de operador nilpotente.
Exemplo 37 Mostre que T : R? — R? dada por T(z,y) = (0,z) é um operador nilpotente.
Vejamos: T?(z,y) = T(T(z,y)) = T(0,2) = (0,0). Assim, T2 = 0.
Proposicao 22 Se T € L(U,V) e S € L(V,W) entao SoT € L(U,W).
Prova: Dados u,v € U e A\, u € R temos
SoT(Au+ pv) = S(T (A~ pv)) = S(AT(u) + pT(v))

= ST (u)) + S(uT(v)) = AS(T(u)) + pS(T(v)) = AS o T(u) + uS o T(v).
i

Proposicao 23 Sejam T € L(U,V), S € LIV,W) e Re LW, X), onde U, V,W e X sdo espacos vetoriais.
Entao (RoS)oT =Ro(SoT).
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Prova: Para todo v € U, temos
(RoS)oT() = (RoS)(T(u) = R(S(T(u)))

e por outro lado

Ro (SoT)(u) = R((S o T)(w) = R(S(T())).

Comparando as expressoes chegamos ao resultado desejado.

|
Proposicao 24 Se S,T € L(U,V), Re€ L(V,W) entdo Ro (S+T)=RoS+RoT.
Prova: Dado u € U, temos
Ro(S+T)(u) = R(S +T)(u)) = R(S(u) + T(w) = R(S(w)) + R(T(w))
=RoSu)+RoT(u)=(RoS+RoT)(u).
|

Proposicao 25 Se T € L(U,V) e Iy € L(V) € a identidade em V, isto é, [(v) =v,v eV, eIy € LIU) é
a identidade em U, entdo Iy oT =T eT oly =T.

Prova: Dado u € U, temos
Iy o T(u) = I(T(u) = T(u)

To Iy (u) = T(Iy (w) = T(u).
|

Definicao 21 Diremos que T' € L(U, V') possui inversa se existir S : V — U tal que S oT(v) = u para todo
u€U eToS(v)=v para todo v € V. Em outras palavras, ToS =1y e SoT = Iy, onde Iy : U - U € a
identidade em U e Iy, : V — V € a identidade em V.

Proposicao 26 SeT € L(U,V) possui uma inversa entdo esta inversa € inica.
Suponha que T possua inversas R, S € L(V,U). Como Iy =T o Re Iy = SoT, temos
S=Soly=8S0o(ToR)=(SoT)oR=1IyoR=R.

Denotaremos a inversa de T por T~ 1.
Definicao 22 Uma transformacao linear T : U — V €
1. injetora se T'(u) = T'(v) implicar em u = v;
2. sobrejetora se para todo v € V existir u € U tal que T'(u) = v;
3. bijetora se for injetora e sobrejetora.

Proposicao 27 Uma transformagao linear T : U — V € injetora se e somente se T(u) = 0 implicar em
u=0.

Prova: Suponha que T seja injetora. Se T'(u) = 0 entdo T'(u) = T(0) e como T é injetora, segue-se que
u=0.

Reciprocamente suponha que a tnica solugéo de T'(u) = 0 seja u = 0. Se T'(u) = T'(v) entdo T'(u—v) =0
e, por hipétese, u — v = 0, isto é, u = v.
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Proposicao 28 A fim de que T € L(U,V) possua inversa é necessdrio e suficiente que T seja bijetora.

Prova: Suponha que T possua inversa.

Se T(u) = T(v) entdo u =T~ (T(u)) = T~Y(T(v)) = v e, portanto, T é injetora.

Dado v € V vemos que T(T~!(v)) = v e, portanto, T também é sobrejetora. Assim, T é bijetora.

Suponha agora que T seja bijetora. Dado v € V existe um tnico u, € U tal que v = T'(u,). Defina
S :V — U por S(v) = u,. Mostremos que S ¢ a inversa de T.

Se v € V entao T(S(v)) = T(uy,) = v.

Se u € U entao S(T'(u)), pela defini¢ao de S, é o tinico elemento v’ em U tal que T'(v') = T'(u). Como T
é injetora, temos u’' = u e, assim, S(T(u)) = u.

|
Proposigao 29 Se T € L(U,V) possui inversa T~ : V — U entdo T~ € L(V,U).

Prova: Devemos mostrar que T~ : V — U é linear.
Sejam vy,vg € Ve A1, Ay € R. Como T é sobrejetora existem uy,us € U tais que T'(u1) = v1 e T(ug) = va.
Assim,
T (w1 4 M) = T7H T (wr) + Mo T (uz)) = T HT(A\ug + Apus))

= AMUj + Aqug = )\1T_1(U1> + )\QT_1<'U2).

7.3 Imagem e Nucleo

Definicao 23 Seja T : U — V uma transformagao linear.
1. Se X C U, definimos a imagem de X por T como sendo o conjunto T(X) = {T(z);z € X}.

2. Se'Y CV, definimos a imagem inversa de Y por T como sendo o conjunto T-1(Y) = {u € U;T(u) €
Y}

Ex. Resolvido 3 Seja V um espaco de dimensao 1. Mostre que qualquer transformacao linear nao nula
T:U — V é sobrejetora.

Resolugao: Como T é nao nula existe u, € U tal que T(u,) # 0. J4 que V tem dimensao 1 entdo qualquer
base de V' é constituida por um elemento e como T'(u,) € V é nao nulo (portanto, 1.i.), ele préprio forma
uma base de V. Assim, dado v € V existe a € R tal que v = aT'(u,) = T'(au,), ou seja, T' é sobrejetora.

O

Proposigao 30 Seja T : U — V uma transformagao linear. Temos
1. Se W é um subespago vetorial de U entao T(W) € um subespago vetorial de V.
2. Se W é um subespago vetorial de V' entdao T—1(W) é um subespaco vetorial de U.

Prova: 1. Seja W um subespago vetorial de U.

Como 0 € W vemos que 0 =T(0) € T(W).

Se z,y € T(W) entéo existem u, w € W tais que z = T'(u) e y = T'(w). Como W é um subespago vetorial,
temos que, para qualquer A € R, u + Aw € W. Desse modo

z+ Ay =T(u) + AT(w) =T(u) + T(Aw) = T(u+ lw) € T(W).

2. Seja W um subespago vetorial de V.
Como T'(0) = 0 € W, segue-se que 0 € T—1(W).
Se z,y € T-Y(W) entao T(x),T(y) € W. Como W é um subespaco vetorial temos que, para qualquer
N ER, T(z) + N\ (y) € W. Mas T'(x + \y) = T(x) + AT (y) € W e, portanto, x + \y € T~H(W).
|
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Definicao 24 O nicleo de uma transformacdo linear T : U — V € o subespaco vetorial de U dado por
T=1({0}), ou seja, é o conjunto {u € U;T(u) = 0}. Denotaremos o nicleo de T por N (T).

Proposicao 31 Seja T : U — V uma transformagdo linear. T € injetora se e somente se N(T) = {0}.

Prova: Pela proposicao 27 T é injetora se e somente se a equacdo T'(u) = 0 possui como tnica solugao u = 0.
Isto é o mesmo que dizer que o conjunto A (T') é formado somente pelo elemento 0.

|
Ex. Resolvido 4 Seja T € L(U). Mostre que T? = 0 se e somente se T(U) C N(T).
Resolugao: Suponha que 72 = 0. Se v € T(U) entdo existe u € U tal que v = T(u) e, portanto, T'(v) =
T?%(u) = 0. Logo, v € N(T).
Suponha agora que T(U) C N(T). Dado u € U, como T'(u) € T(U) C N(T), temos T?(u) = T(T(u)) = 0.
0

Ex. Resolvido 5 Seja § € R. Encontre o niicleo da transformacdo linear T : R2 — R? dada por
T(x,y) = (xcosf —ysend,xsend + ycosh).
Resolugao: Por definicao, (z,y) € N (T) se e somente se T(x,y) = (0,0), isto é, se e somente se

(xcosf —ysend,xsend + ycosd) = (0,0)

= (z,y) = (0,0).

xrcosf —ysend =0
rsenf 4+ ycosf =0

Portanto, N'(T') = {(0,0)}.

Teorema 5 (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam U e V espagos vetoriais de dimensdo finita e
T:U — V uma transformacao linear. Temos

dimU = dim N (T) + dim T'(U).

Prova: Seja B; uma base de NV (T') formada pelos vetores uy,...,u,. Pelo teorema do completamento,
existem vetores v1,...,v, € U tais que uy,...,up, v1,...,v; formam uma base de U. Note que com esta
notagao temos dimU = p + g e dim N (T') = p. Resta mostrar que dim7T(U) = q e, para isto, mostraremos
que T(v1),...,T(vy) formam uma base de T'(U).

Se anT(v1) + - -+ agT(vy) = 0 entdo T(av1 + -+ - + aqvg) = 0, isto é, agv1 + - - - + agvg € N(T). Desta

forma, existem 51,..., 08, € R tais que oyvr + -+ + aqug = Srur + -+ - + Bpuy, isto é,
Biur + - + Bpup — aqvy — -+ — agvg = 0.
Como uy,...,Up,v1,...,v; formam uma base de U, segue-se que a; = -+ =g =1 = =, =0,
portanto, T'(v1),...,T(vs) sdo linearmente independentes.
Mostremos que T'(v1),...,T(vq) geram T(U). Seja v € T'(U). Logo, existe u € U tal que T'(u) = v. Como
UL, ..., Up, V1, ..., Vg formam uma base de U, existem a1, ...,aq,01,...,08, € R tais que

U=o0qur + -+ aqup + v + -+ Bpup

e dali,
v="T(crus + -+ agu, + B1v1 + - + Bpvp)
=a1T(u1) + -+ agT(up) + 51T (v1) + -+ BpT(vp) = B1T(v1) + -+ + BpT'(vp),

ja que uy,...,u, € N(T).
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Corolario 2 Se U eV sao espagos vetoriais de dimensao finita tais que dimU = dimV eseT :U —V €
uma transformacdo linear entdo as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

1. T ¢é sobrejetora;

2. T € injetora;

3. T € bijetora;

4. T leva bases de U em bases de V.

Prova: (1) = (2): Se T é sobrejetora, temos T'(U) = V e pelo teorema anterior, dimU = dim N (T) +
dim V. Mas como dimU = dim V segue-se que dim N (T') = 0, isto é, N'(T") = {0}. Pela proposicao 31, T é
injetora.

(2) = (3): Se T é injetora entao dim N (7T') = 0. Pelo teorema anterior segue-se que dimU = dimT'(U).
Como dimU = dim V segue-se que T'(U) é um subespagco de V' com a mesma dimensao de V. Logo, T(U) =V,
isto é, T' é sobrejetora. Dessa forma, T é bijetora.

(3) = (4): Suponha que T seja bijetora. Considere uma base de U formada por vetores uy, ..., .
Precisamos mostrar que T'(uy),...,T(u,) formam uma base de V.

Se a1 T (u1) + -+ +a,T(up) = 0 entdo T(ayuy +- - -+ apuy,) = 0, isto é, aquy +- - - +apu, € N(T). Como
T é injetora temos N(T') = {0} e, conseqiientemente, ajuj + - - - + a,u, = 0. Como uy, ..., u, formam uma
base de U temos a1 = -+ = a,, = 0 e, portanto, T'(uq), ..., T (uy) sdo linearmente independentes.

Seja v € V. Como T é sobrejetora, existe u € U tal que v = T'(u). Escrevendo u como ajuy + - -+ + apuy,
vemos que

v=T(1us + -+ apuy) = a1 T(u1) + - + @, T(uy),

isto é, T'(u1),...,T (uy,) geram V. Observe que j& haviamos provado isto na proposicao 20
(4) = (1): Seja uq,...,u, uma base de U. Por hipétese, T'(u1),..., T'(u,) formam uma base de V.
Assim, dado v € V existem ap,...,q, € R tais que v = anT(u1) + -+ + anT (up). Deste modo, v =

T(ajuy + -+ + apuy), isto é, T é sobrejetora.

Ex. Resolvido 6 Mostre que toda transformacdo linear bijetora T : R? — R? leva retas em retas, isto €, a
imagem de uma reta por T é uma reta.

Resolugao: Dada uma reta r no plano usaremos a equagao vetorial para representar seus pontos, isto é, um
ponto P € r é da forma P, 4+ Av, onde P, é um ponto sobre a reta, ¥ é um vetor direcao da retae A € R. A
imagem de r por T é T'(r) = {T(P); P € r}. Assim, todo ponto em T'(r) é da forma T(P) = T(P,) + \T'(?),
A € R. Como T é injetora e @ # 0 temos que T'(7) # 0, ou seja, T(r) é uma reta que passa por T(P,) e tem
diregao T'(7).

O
Ex. Resolvido 7 Sejam ai,...,a, € R ndo todos nulos. Mostre que o subespaco H = {(z1,...,2,) €
R™ a1x1 + -+ + apxy, = 0} tem dimensao n — 1.
Resolucao: Note que H é o ntcleo da transformagao linear T : R” — R dada por T(z1,...,2,) = a1x1 +

-+ 4 apZ,. Como nem todos os a; sao nulos, segue-se que 1' é nao nula e pelo exercicio 3, T' é sobrejetora.
Deste modo, pelo teorema [5, temos

n= dimR" = dim H + dimT(R") = dim H + 1,

ou seja, dimH =n — 1.
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()

eT : My(R) — My(R) dada por T(X) = AX — X A. Encontre o nicleo e a imagem de T.

Ex. Resolvido 8 Sejam

Resolugao: Nicleo: X € N(T) se e somente se AX = X A. Se denotarmos

a b
(3
vemos que X € N (T') se e somente se
1 2\ (a b\ [(a b\ (1 2
0 1)/\c d) \c dJ\0 1)’

a+2c b+2d\ (a 2a+D
c d ~\¢ 2c+d

isto é,

que equivale a

a+2c=a

b+2d=2 b

+ at <—c=0ea=d.
c=c¢

d=2c+d

Portanto,

5 a) ot e lo)

Dessa forma, o nicleo de T' é o subespago vetorial gerado pela base (note que as matrizes sao l.i.) formada

pelas matrizes
1 0 . 0 1
0 1 0 0)°

Imagem de T': Temos que

se e somente se existir

tal que Y = AX — X A, isto é,
a b _(a b 1 2
z t c d c d 0 1
_fa+2c b+2d _(a 20 +b\  (2¢c 2d-2a
- c d c 2c+d)  \O —2c

:2c<(1) _01>+2(d—a) (8 é)

ou seja, a imagem de T é gerada pela base (note que as matrizes séo 1.i.) formada pelas matrizes

(%)@ o)

8
<
N~
|
N\
O =
)
~
N
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Uma outra maneira para encontrar uma base para a imagem de T é fazer uso da prova do teorema 5.

Isto é, sabemos que
1 0 0 1
e
(6 1) o)

formam uma base do nicleo de T e, como no referido teorema, a completamos até uma base de M (R) como,

o BOGEYC
P )= %) ()0

formam uma base para a imagem de 7.

e, pelo mesmo teorema,

Definicao 25 Dizemos que T € L(U) ¢é idempotente se T? = T.
Exemplo 38 [ :U — U, a identidade de U € idempotente.
Exemplo 39 T :R? — R? dada por T(z,y) = (z,0) € idempotente.

Note que
T2(l‘,y) = T('T7O) = (1‘70) = T(x7y)

Proposicao 32 Mostre que se T € L(U) ¢é idempotente entdo

U=TU)aN(T).
Prova: Dado u € U podemos escrever

u="T(u)+ (uv—T(u)).
Claramente, T(u) € T(U) e T(u — T(u)) = T(u) — T?*(u) = T(u) — T(u) = 0. Logo, U = T(U) + N(T) e
resta mostrarmos que a soma ¢é direta.
Se u € T(U) N N(T) entdo existe v € U tal que u = T(v) e T(u) = 0. Porém, como T = T2, temos
w="T(v) = T(v) = T(T(v)) = T(u) = 0,

ou seja, T(U) N N(T) = {0}.

7.4 Isomorfismo e Automorfismo

Definicao 26 Dizemos que uma transformagao linear T : U — V € isomorfismo quando ela for bijetora.
No caso em que U =V diremos que T é um automorfismo.

Definicao 27 Dizemos que os espagos vetoriais U e V' sdo isomorfos se existir um isomorfismo T : U — V.

As seguintes transformacoes sdo exemplos de isomorfismos e, portanto, os respectivos espagos vetoriais
sao isomorfos.

1. T:U — U dada por T'(u) = u.
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2. T:R" — P,_1(R) dada por T(x1,...,2,) = 21 + Xt + -+ xpt" L.
3. T: Myysn(R) — R™ que associa a cada matriz A = (a;;) de M, xn(R) 0 seguinte elemento de R”
(all,...,aln,...,aml,...,amn).

Ex. Resolvido 9 Verifique se T(z,y,2) = (x —y,x — 2,2 — y) € um automorfismo de R3.

Resolugao: Se T'(z,y, z) = (0,0,0) entao

z—y=0
r—2z2=0 <<=z=y=2z=0
z—y=0
Logo, T' é nao é injetora, pois 7'(1,1,1) = (0,0,0). Assim, 7" ndo é um isomorfismo.
O
Proposigao 33 SeT :U — V € um isomorfismo e U tem dimensao n entao dimV = n.
Prova: Considere uma base de U formada por uy, ..., u,. Mostraremos que T'(uy),. .., T (u,) formam uma
base de V.
Se anT(uy)+- -+ anT(uy,) = 0 entdao T'(yus + - - -+ anpuy,) = 0, isto é, aquy +- - -+ apuy, € N(T). Como
T é injetora temos N (T) = {0} e, conseqiientemente, ajuj + - - - + a,u, = 0. Como uy, ..., u, formam uma
base de U temos a1 = -+ = a,, = 0 ¢, portanto, T'(uq), ..., T (uy) sdo linearmente independentes.

Seja v € V. Como T é sobrejetora, existe u € U tal que v = T'(u). Escrevendo u como ajuy + -« - + apuy,
vemos que
v=T(arur + -+ apup) = 1T (ur) + - + anT(uy),

isto é, T'(u1),...,T (uy) geram V.
|

Proposigao 34 Sejam U e V espagos de dimensdo n. Se uy, ..., Uy € vy,..., v, formam bases de U eV,
respectivamente, entao

T(xiur + -+ Tpup) =101 + -+ Tpp, T1,...,Tn €ER,
define um isomorfismo entre U e V. Note que T(u;) =v;, j =q,...,n.

Prova: Primeiramente, note que T, de fato, define uma fungao pois as coordenadas de um vetor com relagao
a uma base sao unicamente determinadas por ele e pela base.

Verifiquemos que T é linear. Se wy,ws € U entdo podemos escrever wi = Z?Zl TU; € Wo = Z?zl Yills
onde z;,y; €ER,i=1,...,n. Se A1, Ay € R, temos

n n

T(Mwy + Aaws) = T(Z()\wi + Xoyi)u;) = Z(/\ll‘i + Aoyi)v;

=1 i=1

= )\1 Z XTiv; + )\2 Z YUy = )\1T(’LU1) + /\QT('UJQ)
i=1 i=1

Seja w = > | x;u; tal que T'(w) = 0. Mas T'(w) = z1v1 + - - - + 2,0, = 0 e, portanto, 1 = -+ =z, =0,
ou seja, w = 0. Portanto, T" é injetora e pelo corolario 2, segue-se que T' é um isomorfismo.

Corolario 3 Se dois espagos tém a mesma dimensdo finita entdo eles sao isomorfos.
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Prova: Basta tomar o isomorfismo do teorema anterior.
|

Combinando o corolario acima com a proposicao 33| vemos que dois espagos de dimensao finita sao
isomorfos se e somente se eles possuem a mesma dimensao.

Corolario 4 Se U ¢ um espaco vetorial de dimensao n e V é um espacgo vetorial de dimensao m entao
LU, V) é isomorfo a M, xn(R).

Prova: Note que tanto £(U, V) como M, xn(R) tém a mesma dimensao: mn.

|
7.5 Matriz de uma Transformacao Linear
7.5.1 Definicao e Exemplos
Sejam U e V espacos vetoriais de dimensao finita. Fixemos uma base B de U formada por vetores ui, ..., U,
e uma base V formada por vetores vy, ..., vn,. Se T € L(U,V) podemos escrever
T(uj) = a1jv1 + - + QmjVm, =1,...,n.

A matriz

a1 a2 N QA1n

a1 a9 . A1n

€ Myxn(R)
ami1 aQm2 ... Amn,

é chamada de matriz da transformacgio T com relagio as bases B e C' e é denotada por [T]p,¢. No caso em
que U =V e B = C usaremos a notagao [T .

Ex. Resolvido 10 Encontre a matriz de T : R — R? dada por T(z,y,2) = (x +y,x — z) com relag¢io as
bases canénicas de R® (B : (1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)) e R? (C: (1,0),(0,1)).
Resolugao: Temos
7(1,0,0) = (1,1) = 1(1,0) + 1(0,1),
7(0,1,0) = (1,0) = 1(1,0) + 0(0,1) e
7(0,0,1) = (0, —1) = 0(1,0) — 1(0, 1).

[T)s,c = G (1) _01)~

Ex. Resolvido 11 Encontre a matriz de T : R® — R? dada por T(x,y,2) = (x +y,x — 2) com relagdo as
bases canénicas de R® (B : (1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)) e R? (C": (1,1),(0,1)).

Assim,

O

Resolugao: Temos
T(1,0,0) = (1,1) = 1(1,1) +0(0,1),

T(0,1,0) = (1,0) = 1(1,1) = 1(0,1) e
T(0,0,1) = (0,—1) = 0(1,1) — 1(0,1).

[T]5,cr = ((1) jl 01) :

Assim,
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7.5.2 Propriedades

Proposigao 35 Sejam U e V espacos vetorial de dimensao finita com bases B e C, respectivamente. Se
T,S € LU, V) e A\, u € R entio

AT+ pS]s,c = ATlB.c + plS]B,c-
Prova: Colocando B : uy,...,un, C: 01, ,0ms [Tp.c = (@) @ [S]p.0 = (By) temos
(AT + pS)(u;) = AT (u;) + pS(uy)
= Maqv1 + -+ Qo) + p(Brjv1 + -+ Bimjom)

= (Aayj + pfij)vi + -+ (Aam; + 1Bmj)vm

e, desse modo,

Aair +pbu 0 Aaap + i

AT + puS]p.c = = MTp,c + ulS]5,c-

)\aml + ,U/ﬁml e )\amn + Nﬂmn

Corolario 5 Sejam U e V' espagos vetorial de dimensdo finita com bases B e C, respectivamente. Se
T € L(U,V) € a transformagao nula entio [T)p.c = 0.

Proposicao 36 Se B e C sao bases de um espago vetorial V' de dimensao finita e I € L(V, V') € a identidade
de V entio [I|gc = ME.

Prova: Sejam B : u1,...,Up, C :v1,...,0, € [I|g,c = (a;5). Como
u; = I(u]) = QU1+ F QpjUp

vé-se que [I|p.c = ME.

Proposicao 37 Sejam U,V e W espagos vetoriais de dimensao finita. Sejam T € L(U,V) e S € L(V,W).
Se B,C e D sao bases de U,V e W, respectivamente, entdo

[SoT)gp =[SenT]B,c.

Prova: Coloquemos B : uy,...,uy, C:v1,...,0m e D :wq,...,wpy. Se [T)g,c = (ai5) € [Sle,p = (Bri) entado
S OT(’U,J‘) = S(T(UJ)) = S (Z aij”i) = ZaijS(”ui)
i=1 i=1

m p p m
= Zaij (Z ﬂklwk> = Z (Z 5kz‘0¢ij> Wi
i=1 k=1 i
Portanto,

[SoT]|p,p= (Z ﬂki%j) = [Sle.n[T]B,c.

i=1
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Proposigao 38 Sejam U e V espacos vetorial de dimensao finita com bases B e C, respectivamente. Se
T € L(U,V) possui inversa T~ entio [T~ o p = [T];C.

Prova: Seja n = dimU = dim V. Temos

[Mpcll e =[ToT oo = oo =1n
onde I,, é a matriz identidade de ordem n. Analogamente,

T YesTlpe=[T"oTgp=Ipp=I.

Portanto, [T~ c,5 = [T]5'0-

Proposicao 39 Sejam U eV espacos vetorial de dimensao finita com bases B e C, respectivamente. SeT €
LU, V) eu € U entao, representando por T(u)c e up as coordenadas dos vetores T (u) e u, respectivamente,
temos

T(u)c = [T]B7CuB.
Prova: Coloque B : ui,...,up, C:v1,...,0m, T],c = (aij;) €

ai
up =

an

Temos
T(’U,) = T(G1U1 4+ anun) = alT(ul) 44 anT(un)

=ai (0411711 + -+ OZmlvm) + -+ an(alnvl R amnvm)
= (a1011 + -+ anaip)vr + -+ (@10n1 + -+ Q) U,
ou seja,

a1y + 0+ apQin Qai;p v Qg a1

a10m1 + 0+ G Qmp Qm1 OQmn U,

Proposicao 40 Sejam U eV espagos vetorial de dimensao finita com bases B e C| respectivamente. Entao
T € L(U,V) é um isomorfismo se e somente se [T|p,c possui inversa.

Prova: Se T' ¢ um isomorfismo entdo pela proposigao 38 [T| p,c possui inversa dada por [T~ )¢ p.
Reciprocamente, suponha que [T]p,c possua inversa. Pelo coroldrio 2, basta mostrar que T' é injetora.
Se T'(u) = 0 entao
-1 -1
up = [T]B,CT(“)C = [T]B,CO =0.

Como todas as coordenadas de u sao iguais a zero, obtemos u = 0 e, portanto, 7" é injetora.

Ex. Resolvido 12 Verifique se T : R? — P1(R) dada por T(a,b) = a + (a + b)x é um isomorfismo.
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Resolugao: Consideremos as bases canonicas de R? e P;(R). Como T(1,0) = 1+ e T(0,1) = x, a matriz
de T com relacao a estas bases é dada por
1 0
(%)

Como a matriz acima possui inversa, segue-se que 1 é um isomorfismo.

O
Proposicao 41 Seja V um espago de dimensdo finita. Se T € L(V,V) e B e C sao bases de V entao
[Tle.c = ME[T)p s M.
Prova: Como [I]g.c = ME e [Ilc,p = M§, temos
MET| Mg = [I1p.c[T)s.slcs = UscTles = [Tlec.
|

Ex. Resolvido 13 Considere, B, a base de R? formada pelos vetores (1,1) e (1,—1). Seja T € L(R?) tal

que
1 0
T = <0 5> .

Encontre [T)c,c, onde C € a base candnica de R?.

Resolugao: Como

1 1 1 1
(LO) - 5(171) + 5(1a _1) € (07 1) - 5(1a 1) - 5(17 _1)>
obtemos
ME=(% %) eME=(M5) "=
2 ~2 -1
Assim,
[To.c = MET)p s Mg =
GG -5
1 —1)\0 5)\3 —3 -2 3 )
Note que

T(z,y) = T(x(1,0) +y(0,1)) = zT((1,0)) + yT((0,1))
= (3(1,0) — 2(0,1)) + y(—2(1,0) + 3(0,1)) =
=1z(3,-2) + y(—2,3) = (3z — 2y, 3y — 2x).
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Capitulo 8

Autovalores e Autovetores

8.1 Definicao, Exemplos e Generalidades

Definicao 28 Sejam U um espago vetorial e T € L(U). Dizemos que um vetor ndo nulo uw € U é um
autovetor de T se existir A € R tal que T'(u) = Au.

Observagao 8.0.4 Se u # 0 € tal que T(u) = Au = pu entdo X = p. De fato, esta igualdade implica que
(A= p)u=0, ou seja, A — pu = 0.

Definicao 29 Sejam U um espago vetorial, T € L(U) e u um autovetor de T. O nimero X tal que T'(u) = Au
é chamado de autovalor de T associado ao autovetor u.

Definicao 30 Sejam U um espaco vetorial, T € L(U) e X um autovalor de T. O subespago vetorial
V) ={ueU;T(u) =Au} =N(T — )

é chamado de subespaco prdprio do autovalor A. Se U tem dimensao finita, diremos que a dimensdao de V()
€ a multiplicidade geométrica de .

Observagao 8.0.5 Note que todo u € V(N), u # 0, € um autovetor de T associado ao autovalor \.
Observagao 8.0.6 V() € um subespago invariante por T, isto é,

T(V(N) C V().
Basta notar que se u € V(X) entdo T'(u) = du € V(A).

Ex. Resolvido 14 Seja T : R? — R? dada por T(x,y) = (y, ). Encontre os autovalores de T, os respectivos
subespacos proprios e a multiplicidade geométrica de cada autovalor.

Resolucao: A € R é um autovalor de T se e somente se existir (x,y) # (0,0) tal que T(z,y) = A(z,y), ou
seja, se e somente se existir (z,y) # (0,0) tal que (y,x) = (Az, Ay). Isto equivale a que o sistema

y—Ax=0
z—Ay=0
possua uma solugao nao trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da matriz

()

49
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for igual a zero. Como este determinante é A2 — 1, vemos que os tnicos autovalores de T sio \; = —1 e
Ao = 1. Temos

V(_l) = {(fﬂ,y) € RZ; (y,{E) = _(.T,y)} = {(xvy) € R2;.’E = _y} = [(L _1)]
Assim, a multiplicidade geométrica de —1 é 1.

V(1) ={(z,y) € R* (y,2) = (z,9)} = {(z,y) e R*z =y} =[(1,1)].

Assim, a multiplicidade geométrica de 1 é 1.
Note que (1, —1) é um autovetor associado ao autovalor —1 e e (1, 1) é um autovetor associado ao autovalor

O

Ex. Resolvido 15 Ainda com relagcdo ao exercicio anterior, encontre a matriz de T com relacdo a base
(1,-1) e (1,1) formada pelos autovetores de T.

Resolugao: Temos
T(1,-1) = (-1,1) = -1(1,-1) + 0(1,1
7(1,1) = (1) = o0o(1,-1) + 1(1,1

Logo, a matriz de T' com relacao a esta base é a matriz diagonal
-1 0
0o 1)°

Ex. Resolvido 16 Faga o mesmo o que se pede no exercicio 17 para a transformacao T(z,y) = (—y, ).

O

Resolucao: A € R é um autovalor de T se e somente se existir (z,y) # (0,0) tal que T'(x,y) = A(z,y), ou
seja, se e somente se existir (z,y) # (0,0) tal que (—y,z) = (Az, \y). Isto equivale a que o sistema

Ax+y=0
z—Ay=0

possua uma solucao nao trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da matriz

ey

for igual a zero. Como este determinante ¢ —\? — 1 < 0, vemos que nao existem autovalores associados &
transformacao 7.
d

Ex. Resolvido 17 Seja T : Pp(R) — Pp(R) dada por T'(p(x)) = p'(x). Verifique que 0 é o unico autovalor
desta transformagdo. Encontre V(0).

Resolugao: Note que A € R é um autovalor de T se e somente se existir p(z) # 0 tal que p/'(z) = Ap(z).
Se A # 0 esta equagdo s6 é verdadeira para o polindmio nulo, posto que para qualquer outro polinémio os
graus de p/(z) e Ap(x) sdo distintos. Desta forma, A # 0 néo é autovalor de T.
Agora, se A = 0, entdo p’(x) = 0 apresenta como solugdo todos os polinémios constantes. Logo, A =0 é
um autovalor associado, por exemplo, ao autovetor p(z) = 1.
Quanto a V(0), basta ver que V(0) = N (T) = [1], isto é, o subespaco gerado pelo polindémio 1.
O
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Ex. Resolvido 18 Seja T : R® — R? dada por T(z,y,z) = (z,y,0). Encontre os autovalores de T e o0s
respectivos subespacos proprios e a multiplicidade geométrica de cada autovalor.

Resolugdo: A € R é um autovalor de T se e somente se existir (z,y,z) # (0,0,0) tal que T(x,y,z) =
Mz, y, 2), isto é, se e somente se existir (x,y, z) # (0,0,0) tal que (x,y,0) = (Az, Ay, Az). Isto equivale a que
o sistema

1-XNz=0
(1-XNy=0
Az =0

possua uma solugao nao trivial. Isto acontece se e somente se o determinante da matriz

1-A 0 0
0 1-X 0
0 0 A

2

for igual a zero. Como este determinante é A(1 — A)%, vemos que os dnicos autovalores de T sdo A\; = 0 e

Ay = 1.
Quanto aos subespagos préprios, temos

V(0) = {(z,y,2) € R (2,4,0) = (0,0,0)} = [(0,0,1)].

Assim, a multiplicidade geométrica de 0 é 1.

V(l) = {(z,y,z) € RS; (:anao) = (JC,y,Z)} = {(Ivyvz) € RS;Z = O}
- [(L 0, 0)7 (07 1, O)]

Assim, a multiplicidade geométrica de 1 é 2.

Proposicao 42 Sejam U um espaco vetorial de dimensdo finita e T € L(U). Suponha que T possua au-
tovetores uy, ..., un associados a autovalores A1, ..., A\, respectivamente. Se A\; # \;, quando i # j entdo
U, ..., U, SGo linearmente independentes.

Prova: A prova serd por indugdo sobre so niimero de autovalores. Se B1u; + fBaus = 0 entéo
T(Brur + Bouz) = (1T (ur) + B2T (uz) = BrAr1ur + BaAaug = 0.

Portanto, B2(A2 — A1)us = 0 e, como us # 0 e Ay # Aq, resulta que B2 = 0. Dai, S1u; = 0 e, como u; # 0,
temos 31 = 0. Portanto, u; e us sdo linearmente independentes.

Suponhamos, como hipétese de indugao, que n — 1 autovetores de uma transformagao linear associados
a n — 1 autovalores dois a dois distintos sejam linearmente independentes. Devemos mostrar que o mesmo
resultado vale para n autovetores associados a n autovalores dois a dois distintos.

Sejam entao wuy,...,u, autovetores associados aos autovalores Ai,...,A,, dois a dois distintos. Se
U1, ..., U, nao fossem linearmente independentes, pelo menos um deles se escreveria como combinacao linear
dos outros. Para simplificar a notagao, suponhamos que

UL = Qs + -+ + oy (8.1)
entao

T(u1) = T(asug + -+ + apy) = asT (u2) + - + T (uy)

AU = QoAoUs « + + + Qp Ay U, (8.2)
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De 8.1 e 8.2 resulta que
0= 042(/\2 — )\1)’(1;2 + -+ Oén(>\n - Al)un

e pela hipétese de indugao,
az(A2 — A1) = = an(Ay — A1) =0,

mas como Ay # A; para j = 2,...,n, temos
Qg = =ay, =0.

im uacao 8.1, u; = ue é im v is u; é um autovetor.
Assim, pela equacao 8.1, 0, o que é ossivel pois u; é autoveto

|
Proposicao 43 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € L(U). Suponha que T possua autoval-
0Tes A1, ..., A\n, distintos. Entdo a soma dos subespacgos proprios de T’ ¢ direta, isto €, para cada j =1,...,n,
temos

V)N VA + -+ V(Nj—1) + V(A1) + -+ V(A)) = {0}

Prova: A prova serd por indugao sobre so nimero de autovalores. Primeiramente, mostremos que V(A1) N
V(A2) = {0}. Fixe vgl), ..., v uma base de V(A1) e v§2), . 71),(,2 uma base de V(A2). Se u € V(A1)NV(A2)
entao

w— agnvg) 4ot agi”fﬁf _ ag%gz) 44 a;z;ufgg. (8.3)

Logo, T'(u) é dado por

AT+ 4 D TN) = P TP + -+ BT (02),
ou seja,

(W x0h) = a§2))\21}§2) + -4 ag) Agvﬁ,f).

miy mi 2 2

agl))\lvgl) + - Fa

Multiplicando a equagao 8.3/ por A\; e subtraindo-a de 8.4, obtemos

o =)ol 44 a@ (A — A @ = 0.

m

Como v§2), ... ,uﬁ,ﬂ é uma base de V()\3), temos
Oégz)(AQ — /\1) == a%l()\g — /\1) =0
e, como A1 # Ao, resulta que a?) == a% = 0. Segue-se de 8.3 que u = 0.

Suponhamos agora, por indugao, que a soma de n — 1 espacos proprios de T referentes a n— 1 autovalores
distintos seja direta. Precisamos mostrar que este resultado é valido quando T apresenta n autovalores
distintos.

Para cada j = 1,...,n selecione uma base B; de V();) constituida por vetores que denotaremos por
vgj ), . ,US,JL;. Note que cada vgj ) ¢ um autovetor associado ao autovalor A;j e que m; é a multiplicidade
geométrica deste autovalor.

Se

we V)N VAL + -+ V(A1) + V(i) -+ V(M)
entao
u = agj)vgj) 4+ a%?v%? = agl)vg) + -

+al ==l 4 QU U g gy (8.5)

mij—1 "Mji—1



8.2. POLINOMIO CARACTERISTICO 53
Assim, T'(u) é dado por
o T+ + e TE)) = oV T (V) + -
+al VTG ) + o TITEI) 4+ ol T(0)
isto é,
agj)Ajvy) +-- a%l )\jvfﬂ; = agl))\lvgl) +
+ a%;ll)/\j_l ,(,{';11) + aﬁj“)Aijij“) +--F aS,?Z)\nvgffz. (8.6)
Multiplicando a equagao [8.5/ por A; e subtraindo-a de 8.6, obtemos
of!On = A -+ @l (= Al +
o TV Oyar = )oY el (A, = Al =0

Usando a nossa hipétese de indugdo e o fato que A; # \;, quando i # j, obtemos af = --- =af, =0
paratodoi=1,...,57—1,57+1,...,n. Disto e da equacgao [8.5 resulta que © = 0. Como queriamos.

8.2 Polinémio Caracteristico

Definicao 31 Dada A € M, «,(R) definimos o polinomio caracteristico de A como sendo o determinante
palx) = det (A — zI),

onde I é a matriz identidade de ordem n.

Definicao 32 Sejam A,B € M,x,(R). Dizemos que A e¢ B sio semelhantes se existir M € M, x,(R)
invertivel tal que A = M—'BM.

Proposicao 44 Se A, B € M, x,(R) sdo matrizes semelhantes entdo seus polinémios caracteristicos sao
1GUaLS.

Prova: Temos
pa(z) = det (A —xI) = det (M *BM — M ~*IM)

= det (M~ *(BM — xIM)) = det (M~ (B — zI)M)

= det M~ det (B — 2I)det M =

de‘iM det (B — zI)det M = pg(x).
|
Lembre que se T' € L(U), onde U é um espago vetorial de dimensao finita, e se B e C sdo bases de U
entao
(Tle = MET)pME = [ME] ™ [T)5M§.

Desta forma, piry, () = pir). (), ou seja, o polindémio caracteristico da matriz de uma transformagao linear
independe da escolha da base. Podemos assim, sem causar ambigliidades, definir o polindomio caracteristico
de T' como sendo

pT(‘T) = P1s (.CE),

onde B é uma base qualquer de U.
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Ex. Resolvido 19 Seja T : R?2 — R? dada por
T(z,y) = (az + by, cx + dy).
Encontre pr(zx).

Resolugao: Usaremos a base canénica, C, de R?. Como T'(1,0) = (a,c) e T(0,1) = (b,d), vemos que

[Tlc = (i Z) -
N

= det (a;x db )=$2—(a+d):v+ad—bc.

— X

Assim,

O

Proposicao 45 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € L(U). Entao, A\ é um autovalor de
T se e somente se pp(A) = 0.

Prova: Fixe B uma base de U.

Suponha que A seja um autovalor de T. Entao existe u # 0 tal que T'(u) = Au, ou seja, (T — AI)(u) = 0.
Desta forma, vemos que a transformacao linear T—\I : U — U nao € injetora e, conseqiientemente, nao é um
isomorfismo. Disto resulta que [T'— AI|p nao é invertivel, ou equivalentemente, pr(\) = det [T — A|p = 0.

Reciprocamente, se pr(A) = 0 entdo a matriz [T — A]p tem determinante nulo. Isto implica que a
transformacdo T'— A\l : U — U néo é um isomorfismo e, portanto, nao é injetora. Logo, existe u # 0 tal que
(T — MI)(u) = 0. Portanto, T'(u) = Au, u # 0, isto é, A é um autovalor de T.

|

Exercicio 7 Refaca os exercicios resolvidos |14, 116,17 el18 tendo como base a proposicao anterior.

Definicao 33 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T € L(U). Se A é um autovalor de T,
definimos a multiplicidade algébrica de A como sendo a multiplicidade de A como raiz de pr(z).

Proposicao 46 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € L(U). Se A é um autovalor de T
entao a sua multiplicidade geométrica nao excede a sua multiplicidade algébrica.

Prova: Seja n a dimensao de U. Denotemos por m e r as multiplicidades algébrica e geométrica de A,
respectivamente.

Como dim V' (\) = r, existem uq,...,u, € V(\) linearmente independentes. Completando estes vetores
a uma base de U, vemos que com relacao a esta base é da forma

A - 0
0 --- 0
: . . Arx(nf'r')
0 -~ A rXT
O(n—7')><7' B(n—7')><(n—7') nxn

vemos que o fator (x — \)" aparece na fatoracdo do polinémio pr(z). Por outro lado, como a multiplicidade
algébrica de A é m, obtemos r < m.
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Ex. Resolvido 20 Seja T : R?2 — R? dada por

T(z,y) = (ax + by, cx + dy).
Analise quando esta transformacdo possui autovalores e o nimero deles.
Resolugao: Sabemos do exercicio resolvido [19 que

pr(z) = 22 — (a + d)x + ad — be.

Pela proposigao 45 que A é um autovalor de T se e somente se pr(A) = 0, isto é, se e somente se

N —(a+dX+ad—bc=0
e esta equagdo possui solugdo (real) se e somente se (a +d)? —4(ad — be) > 0. Quando (a + d)? = 4(ad — be)

vemos que T’ apresenta somente um autovalor, dado por (a + d)/2; quando (a + d)? — 4(ad — be) > 0, T
apresenta dois autovalores distintos dados por

a+d++/(a+d)?—4(ad — be) . a+d—+/(a+d)?—4(ad — bc)
2 2
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Capitulo 9
Diagonalizacao

Definigao 34 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T € L(U). Dizemos que T € diagonalizdvel
se existir uma base de U formada por autovetores de T.

Note que se T € L(U) é diagonalizavel e se uq, ..., u, formam uma base B de U formada autovetores de
T associados, respectivamente, aos autovalores Ay, ..., A,, entdo a matriz de T' com relacao a esta base é
AN O -0
0 X -+ 0
[T]s = S  E
0 0 - M\

ou seja, [T]p é uma matriz diagonal, isto é, uma matriz quadrada (a;;) tal que a;; = 0 se ¢ # j.
Reciprocamente, se existir uma base C' : vq,...,v, de U com relagdo a qual a matriz de T € L(U) é
diagonal, entao T é diagonalizavel. De fato, se

w0 0
0 H2 0
Tle=1. . . :
0 0 -
entdo, pela prépria definigdo de matriz de uma transformacao linear, vemos que T'(vy) = pyv1,...,T(v,) =

lnUn, OU seja, a base C é formada por autovetores de T. Resumiremos este fato no seguinte

Teorema 6 Sejam U um espaco vetorial de dimensdo finita e T € L(U). Entao, T é diagonalizdvel se e
somente se existir uma base de U com relacdo a qual a matriz de T' € diagonal.

Note que se T' € L(U) é diagonalizavel entao pelo teorema [0l existe uma base B formada por autovetores
de T com relagao a qual a matriz de T é diagonal. Se C' é uma outra base de U sabemos que [T]|p =
(ME) L [T)c ME. Esta dltima igualdade nos sugere a seguinte

Definigao 35 Dizemos que uma matriz A € Myyn(R) € diagonalizdvel se existir M € M« (R) invertivel
tal que M~YAM seja uma matriz diagonal.

Proposicao 47 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita, T € L(U) e C uma base qualquer de U.
Entao T € diagonalizdvel se e somente se a matriz [T)|c for diagonalizdvel.

Prova: Ja vimos que se T for diagonalizével entdo [T]¢ é uma matriz diagonalizdvel.

o7
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Reciprocamente, suponha que [T]¢ seja diagonalizdvel. Assim, existe M = (a;;) € Myxn(R) invertivel
tal que M ~'[T]cM é uma matriz diagonal. Se uy, ..., u, sdo os vetores da base C entdo, colocando v; =
ayjur + -+ + apjun, vemos que vy,...,v, formam uma base de U pois M ¢ invertivel. Além do mais,

M = MCB. Deste modo,
[T]p = (ME) M TeME = M~ [T)eM

é diagonal, isto é, T é diagonalizavel.
|
Note que pelo teorema acima, para verificar se um operador é diagonalizavel, basta verificar se a matriz
de T com relagao a uma base qualquer de U é diagonalizavel.

Observagao 9.0.1 Note que se T for diagonalizdvel, o seu polinémio caracteristico € da forma
pr(z) = (A —x)- (An — ),
onde 0s nimeros reais Ai,...,\, sao todos os autovalores de T.

Teorema 7 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T € L(U). Entio, T € diagonalizdvel se e
somente se os autovalores A1, ..., A\, de T forem tais que

U=V(A)D - DV (\).

Prova: Se
U=V(h)e - aV(\)

entao podemos formar uma base B de U formada por bases B; de V(};), j = 1,...,n. Como cada elemento
de B; ¢ um autovetor de T, segue-se, pelo teorema (6 que T' é diagonalizavel.

Reciprocamente, se T for diagonalizavel, pelo teorema [0, existe uma base B de U formada por autovetores
de T'. Como cada autovetor estd associado a algum autovalor de T, vemos que cada elemento de B esta contido
em algum V'();). Desta forma, a soma de todos os subespacos préprios de T’ contém B e, portanto, é o proprio
U. Pelo teorema 43 esta soma € direta, ou seja,

U=V(A)D - dV(A).

Exemplo 40 As transformacoes dos exercicios resolvidos |1/ el18 sao diagonalizdveis. Ja a transformacdo
do 10l nao o € pois ndao possui autovetores. Quanto a transformacdo do |17 vemos que também ndo € diago-
nalizdvel se n > 1, pois todo autovetor de T pertence a V(0), que € unidimensional, e dim P, (R) =n+1 > 2.

Vejamos como é possivel decidir sobre a diagonalizacao de um operador linear a partir das multiplicidades
algébrica e geométrica de seus autovalores.

Sejam U um espagco vetorial de dimensao m e T € L(U). Se Ay,..., A\, sdo autovalores de T dois a dois
distintos entao o polinémio caracteristico de T' é dado por

pr(z) = (A =)™ - (An —2)™", (9-1)

onde m; é a multiplicidade algébrica de A;. Note que m = my + -+ + my,.

Se denotarmos por r; a multiplicidade geométrica de A;, isto é, r; = dim V' ();) entéo, pelo teoremal7, T
¢é diagonalizavel se e somente se m = ry + - - -+ r,. Por este mesmo teorema, T é diagonalizavel se e somente
se U possuir uma base formada pela reuniao das bases dos espacgos proprios de T, visto que isto é equivalente
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a dizer que a soma destes subespacos € direta. Como com relagao a uma tal base a matriz de T é da forma

AN - 0
0 --- 0
0 1 71 X7

An 0
0 0
0

n
TnXTn’ mxm

vemos que T é diagonalizavel se e somente se o seu polinémio caracteristico é dado por
pr(z) =M\ —x)™ - (A —x)™. (9.2)
Comparando 9.1/ e 9.2, obtemos o importante

Teorema 8 Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € L(U). Entdo T € diagonalizdvel se e
somente para cada autovalor A de T as suas multiplicidades algébrica e geométrica forem iguais.

Corolario 6 Sejam U um espago vetorial de dimensao finita e T € L(U). Se
pr(z) = (A —x)-- (A — ),
onde A\i,..., \p € R sdo dois a dois distintos entao T ¢ diagonalizdvel.

Prova: Como os autovalores de T sdo dois a dois distintos, vé-se que as raizes de pr (), sdo todas simples, isto
é, tém multiplicidade um. Desta forma, se A é um autovalor de T" entao a sua multiplicidade geométrica é um.
Pela proposigao 40, a multiplicidade geométrica de A é menor do que ou igual a um. Como dimV(\) > 1,
segue-se que a a multiplicidade geométrica de A é um, ou seja, igual a sua multiplicidade algébrica.

|
Ex. Resolvido 21 Verifique se T : R? — R3 da por
T(x,y,2) =(x+ 2,y +z,+y+22)

é diagonalizdvel.

Resolugao: Com relagao a base canonica, a matriz de T é dada por
1 0 1
0 1 1
1 1 2
Assim,
11—z 0 1
pr(z) = det 0 1-2 1 =1-2)(1-2)2-2)—-1)+1(—(1-2x))
1 1 2—x

=(1- z)(z2 —3x) =x(1 — z)(x — 3).

Desta forma, vemos que Pr(x) apresenta todas as raizes reais e simples e, pelo corolario [0, segue-se que T' é
diagonalizavel.
O
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Ex. Resolvido 22 FEncontre uma base de autovetores para o operador do exercicio anterior. Encontre
também a matriz de T com relagao a esta base.

Resolucgao: autovalor 0: Precisamos encontrar (x,y, z) nao nulo tal que T'(z,y, z) = (0,0,0). Temos

r+2z=0

rT=y=—2

y+z=0 — =S r=y=—2,
r+y+22=0

z+y+22=0

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 0, o vetor v = (1,1, —1).
autovalor 1: Precisamos encontrar (x,y, z) nao nulo tal que T'(x,y, z) = (z,y, 2). Temos

r+z=x
z=0
y+z=y <~ s
Tr=—y
r+y+2z=z

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 1, o vetor v = (1,—1,0).
autovalor 3: Precisamos encontrar (x,y, z) nao nulo tal que T'(x,y, z) = (3, 3y, 3z). Temos

T+ 2z =3
y+2z=3y = 2z =2x =2y,
r+y+2z=3z

assim, podemos tomar como autovetor associado ao autovalor 3, o vetor v = (1, 1, 2).
E claro que a matriz de T' com relagao a base formada por u,v e w é dada por

o O O
o = O
w o o

Ex. Resolvido 23 Seja T : R? — R? cuja matriz com relacio a alguma base é dada por
a b
()

Resolugao: O polindémio caracteristico de T' é dado por

Mostre que T diagonalizdvel.

pr(z) =22 — (a4 ¢)x + ac — b*.

Vemos que pr(z) apresenta duas raizes reais simples, isto é, com multiplicidade um, se e somente se o
discriminante (a + ¢)? — 4(ac — b?) for positivo. Assim,

(a+c)? —4(ac —b?) = a® +b* — 2ac + 4b* = (a — ¢)® +4b* > 0

se e somente se a # ¢ ou b # 0. Vemos assim que, se a # ¢ ou b # 0 as multiplicidades algébrica e geométrica
de cada um dos autovalores de T (as raizes de pr(x)) coincidem e, portanto, T' é diagonalizdvel.
Se a = c e b =0 entao vé-se claramente que T é diagonalizavel pois, neste caso, A é diagonal.
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Ex. Resolvido 24 Verifique se T : P2(R) — P3(R) dado por
T(p(t)) = p"(t) = 2p'(t) + p(t)
é diagonalizdvel.

Resolugao: A matriz de T com relagao a base candnica é dada por

Assim, Pr(z) = (1—x)3 e, desta forma, 1 é o tinico autovalor de 7. Como pelo teorema 8 T' é diagonalizavel
se e somente se dim V(1) = 3, vejamos qual é a dimensao deste subespago préprio.

0 -2 2 T 0
(,y,2) V()<= |0 0 -4 y|l=10] <<= y=2=0.
0 O 0 z 0

Portanto, V(1) = [(1,0,0)] e T nao é diagonalizdvel.

Ex. Resolvido 25 Verifique se T : R* — R* dada por
T(w,y,2t) = (x+y,y,22 + 1,22 + )
€ diagonalizdvel. Encontre também os espagos proprios de T.

Resolugao: A matriz de T com relagao a base candnica é dada por

11 0 0
01 00
00 2 1
00 2 1
e o seu polindémio caracteristico é
1—=x 1 0 0
pr(z) = det 0 0 9_ 4 1 =1-2)*(2-z)(1—2x)—2)
0 0 2 1—=x

(i) autovalor 0:

r+y=0
(x,y,2,t) e V(0) <= (z +y,y,2z + t,2z2+ t) = (0,0,0,0) < v=

2z+t=0

224+t=0

= pr— O
— {x_ Y — (z,y,2,t) = 2(0,0, 1, —2).
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(i) autovalor 3:

(z,y,2,t) € V(3) <= (¢ +y,y,2z + t,2z + t) = (3z, 3y, 3z, 3t)

r+y=3x

= — — (z,y,2,t) = 2(0,0,1,1).
224+t =3z t==z2
224+t=3t

Logo, V(3) = [(0,0,1,1)].
(iii) autovalor 1:
(z,y,2,t) € V(1) == (2 +y,y,22 + 1,22+ 1) = (3,9, 2,1)

rt+y==x

y=y s _
—y=z=t=0<= (z,y,2,t) = 2(1,0,0,0).

224+t==2

2z24+t=t

Logo, V(1) =[(1,0,0,0)].
Como a multiplicidade algébrica do autovalor 1 é dois e a sua multiplicidade geométrica é um, vemos que
T nao é diagonalizavel.

O

Ex. Resolvido 26 Ainda com relacio ao operador do exercicio anterior, encontre a matriz de T com
rela¢do a base B formada pelos vetores u = (0,0,1,—-2), v = (0,0,1,1), w = (1,0,0,0) e p = (0,1,0,0).

Resolugao: J4 sabemos que T'(u) =0, T(v) = 3v e T'(w) = w. Agora, como
T(p) =1(0,1,0,0) = (1,1,0,0) = w +p,

vemos que

oo oo
S O W o
O~ OO
_ -0 O



Capitulo 10

Forma Canonica de Jordan

Como vimos, nem todo operador linear é diagonalizdvel. No entanto, se T' € L(U), onde U é um espago
vetorial de dimensao finita, existe uma base com relacao a qual, a matriz de T é prozima de uma de uma
matriz diagonal. A seguir daremos uma pequena descricao de como é a forma desta matriz, mas antes
precisamos de algumas notagoes.

Seja pr(x) o polindomio caracteristico de T. A primeira observagao a ser feita é que pr(z) se fatora como

pr(z) = —2)™ (A = 2)™ ((x = ar)® + AP - (@ — ax)® + G

onde A\, # A, e (o, Br) # (as,Bs) se  # s. Note que cada a, + i, é uma raiz complexa de pr(z). Note
também que mq1 + --- + my, +2p1 + -+ - 2pp = dim U.

Se A € R é um autovalor de T, denotaremos por J(\;r) a matriz quadrada de ordem r com todos os
elementos da diagonal principal iguais a A\ e todos os elementos logo acima desta, iguais a 1, ou seja,

A1 0 0
0 X 1 0
J(Ar) = 0 0 A 0
0 0 0 A
X7
C0e 0 010 0
010 0
0 0 1 0
. " tlooo 0 = + N,
000 - 1) Doon 0000 - 0)
onde [ é a matriz identidade de ordem r e
010 0
0 0 1 0
N=|00 0
0 00 0
TXT

Note que N” é a matriz nula, isto é, N é uma matriz nilpotente.
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Se a+ i é uma raiz complexa de pr(z) e r é um ndmero par, definimos

a B 1 0 0 0
-3 a 0 1 0 0
0 0 o p 0 0
Rla.pir)=| 0 0 —0 « 00
0 0 0 O a p
0 0 0 O -5 o) ..
Se By, ..., By sdo matrizes quadradas, ndo necessariamente de ordens iguais, definimos diag (B, ..., B)
como sendo a matriz quadrada de ordem igual & soma das ordens de By, ..., By dada por
By 0 - 0
0 By -+ 0
0 0 --- B
por exemplo, se
2 10 Sia o0
Bi=[0 2 1|,By=
00 2 0 0 3 4
0 0 —4 3
entao
21 0 0 0 0 O
021 0 0 0 O
002 0 0 0 O
diag (B1,B2)=10 0 0 3 4 1 0
000 -4 3 0 1
000 0 0 3 4
000 0 0 —4 3

Teorema 9 (Forma Canodnica de Jordan) Sejam U um espago vetorial de dimensdo finita e T € L(U).
Se

pr(z) = —a)™ - (Mg —2) ((x = an)® + B -+ ((z — an)® + B
onde A\ # Xs, (ar, Br) # (as, Bs) ser # s, e 5. > 0, entdo existe uma base de U com rela¢ao a qual a matriz
de T € da forma
J = diag (J1,...,Jp, R1,..., Ry), (10.1)
onde Ji,...,J, sao da forma J(A;r) para algum r € N e A € {A\1,..., \} e Ry,...,Ry sdo da forma
R(a, B;s) para algum s € N e (o, B) € {(a1,b1),.-., (ar, Br)}-

Observagao 10.1.1 A matriz[10.1 € inica a menos de permutacdes dos seus blocos que compdem a sua
diagonal.

Observagao 10.1.2 Se A ¢ um autovalor de T entao a soma das ordens dos blocos J()\;s) € igual a multi-
plicidade algébrica de A.

Observagao 10.1.3 Se a+if8 é uma raiz compleza de pr(x) entdo a soma das ordens dos blocos R(a, 3; 8)
€ igual ao dobro da multiplicidade da raiz o + i3.

Observagao 10.1.4 Se A\ é um autovalor de T com multiplicidade geométrica r entao existem r blocos
J(A; s) associados ao autovalor A.
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Observagao 10.1.5 Suponha que
pr(z) = (A — )™ - (Ay —2)™"

onde A\; # Aj, se i # j. Se my também é multiplicidade geométrica de A\; entao o teorema de Jordan diz
simplesmente que T' é diagonalizdvel.

Observagao 10.1.6 O teorema de Jordan diz que a matriz de um operador T com relagdo a uma base
arbitrdria é semelhante a uma matriz da formal1(.1

Ex. Resolvido 27 Encontre as possiveis matrizes na forma canonica de Jordan para a um operador cujo
polinémio caracteristico é dado por pr(z) = (2 — x)3(1 — ).

Resolugao: Note que T apresenta apenas os autovalores 2 e 1.

Como as multiplicidades algébricas e geométrica do autovalor 1 sdo iguais a um, vemos que o tnico bloco
correspondente a este autovalor é J(1;1) = (1).

Com relacao ao autovalor 2, a sua multiplicidade algébrica é 3. Se sua multiplicidade geométrica for 3
entao existem 3 blocos associados a este autovalor e todos eles sdo iguais a (2). Neste caso, a matriz da forma
canonica de Jordan para este operador é

S o o
o o N O
o N OO
N O OO

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 2 for dois, entao existem dois blocos correspondentes a este
autovalor que sao da forma

J(2;1) = (2) J(2;2):(§ ;)

Assim, a matriz da forma canénica de Jordan para este operador é

10 0 0
0 210
0 0 2 0
0 0 0 2

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 2 for um, entao existe um bloco correspondente a este
autovalor que é

2 10

J(2;3)=(0 2 1

0 0 2

Assim, a matriz da forma canoénica de Jordan para este operador é

N = OO

0
1
2
0

oo o+
S O NN O

Ex. Resolvido 28 Encontre as possiveis matrizes na forma canonica de Jordan para a um operador cujo
polinémio caracteristico é dado por pr(x) = (1 — x)?(4 + 2?).

Utilizando a notagao do teorema 9 temos A\ =1, « =0 e § = 2. Como 0 + 92 tem multiplicidade um (como
raiz de pr(x)), existe apenas um bloco da forma

R(0,2;2) = <_02 3) .
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Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for dois entao existem apenas dois blocos associados a este
autovalor e sdo iguais a (1). Neste caso, a matriz da forma candnica de Jordan para este operador é

10 0 O
01 0 0
0 0 0 2
0 0 -2 0

Se a multiplicidade geométrica do autovalor 1 for um entéo existe apenas um bloco de ordem um associado
a este autovalor que é dado por
11
J(1;2) = <0 1> .

Neste caso, a matriz da forma canonica de Jordan para este operador é

11 0 O
01 0 0
00 0 2
0 0 -2 0

Ex. Resolvido 29 Encontre uma base de R* com relacio a qual a matriz da transformacdo
T(x,y,2,t) = 2x+y+2z+1t2y—z—1t,32—t4t)
estd na forma canénica de Jordan.

Resolugao: Com relacdo & base candnica de R*, a matriz de T é dada por

21 1 1
0 2 -1 -1
00 3 -1
0 0 0 4

O polinémio caracteristico de T ¢ pr(z) = (3 — x)(4 — z)(2 — 2)*. Desta forma vemos que dimV(3) =
dim V' (4) = 1. E simples ver que

V(3) = [(07 L _170)] € V( ) [(070’ L, - )]
)

Vejamos qual a dimenséo de dim V' (2). Temos que (z,y, z,t) € V((2) se e somente se

0 1 1 1 T 0
00 -1 -1 y| |0
00 1 -1 z| o]’
0 0 O 2 t 0

ou seja, (x,y,z,t) = x(1,0,0,0). Assim, dimV(2) =1 e T nao é diagonalizdvel. Sendo assim, a matriz de T
na forma canodnica de Jordan é da forma

2 10 0
0200
00 30
000 4

1,0)

Note que se colocarmos u; = (1,0,0,0), uz = (0,1,—1,0) e ug = (0,0,1,—1) entdo para que uy, ug, uz, uq
seja a base procurada, o vetor ug deve satlsfazer T(uz) = uy + 2ug, ou seja, (T — 2I)(uz) = uy. Desta forma,
colocando u = (a, b, ¢, d), temos

01 1 1\ [a 1
00 -1 —1| o] _[o
00 1 —1flec|™ |0
00 0o 2/)\d 0
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cuja solugdo geral é da forma (a,1,0,0). Tomamos, por exemplo, us = (0,1,0,0) e isto nos fornece a base
procurada.



68

CAPITULO 10. FORMA CANONICA DE JORDAN



Capitulo 11

Espacos Euclidianos

11.1 Produto Interno

Definicao 36 Seja V um espaco vetorial. Um produto interno sobre V' é uma aplicagcdo que a cada par
(u,v) € V x V associa um nimero real denotado por (u,v) satisfazendo as sequintes propriedades

(i) {(u+v,w) = (u,w) + (v,w) para todo u,v,w € V;
(i) (ou,v) = alu,v) para todo u,v € V e a € R;
(111) (u,v) = (v,u) para todo u,v € V;
() (u,u) >0 seu#0.
O espaco vetorial V- munido de um produto interno é chamado de espago euclidiano.
Algumas propriedades seguem-se imediatamente. Por exemplo, vemos que (0, u) = 0 para todo u € V, pois

(0,u) = (04 0,u) = (0,u) + (0, u),

e o resultado segue por cancelamento.
Outra propriedade é que (u,v + aw) = (u,v) + a{u, w), para todo u,v,w € V e o € R. Basta combinar
as propriedades (i), (ii) e (iii) acima. Desta maneira, vemos que o produto interno é linear em cada varigvel.
A seguir apresentamos alguns exemplos de produto interno em varios espacos vetoriais. A verificacdo das
propriedades (i) a (iv) é deixada como exercicio.

Exemplo 41 Se z = (z1,...,%,),y = (Y1,..-,Yn) € R definimos

Ex. Resolvido 30 Com relagdo ao exemplo anterior, calcule o produto interno entre os vetores (1,—1,1),
(0,2,4) € R3.

Resolugao: Basta notar que
((1,-1,1),(0,2,4)y =1-04+(-1)-24+1-4=2.
O

Ex. Resolvido 31 Com relagdo ao produto interno dado por|11.1, calcule {(u,v) onde u = (cosf, senf) e
u = (cosa, sen ).
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Resolugao: Temos
(u,v) = ((cos B, senb), (cos a, sen o))
= cosf cosa + senfsena = cos(d — ).
]

H4 véarios outros tipos de produto interno no R™ além do apresentado em [11.1. Vejamos um exemplo no
R3:

Exemplo 42 Se (z,y,2), (2',y,2') € R3, definimos

((w,y,z), (x/7y/72/)> =—+ =+ —.

F fdcil verificar que a expressdo acima define um produto interno em R3.

Ex. Resolvido 32 Com rela¢ao ao produto interno apresentado no exemplo anterior, calcule ((1,—1,1),
(0,2,4)).

Resolugao:
1-0 —-1-2 1-4 1
((1,-1,1),(0,2,4)) = > vt Tt 3

Exemplo 43 Se f,g € C([a,b];R) definimos

b
mm:/fummm. (112)

Ex. Resolvido 33 Com relagao ao produto interno apresentado no exemplo anterior, calcule o produto
interno entre sen,cos € C([0,27];R).

Resolugao:

2
sen 2.’1)

=0.
2

2m
<Sen,cos>:/ senx cosx dr =
0 0

Exemplo 44 Se A = (ai;), B = (bij) € Mmxn(R) definimos

(A,B) =" ai;bi;.

i=1 j=1

Ex. Resolvido 34 Com relagao ao produto interno apresentado no exemplo anterior, calcule o produto

interno entre
11 -2 0
A_<0 2) c B_(l 1).

(A,B)=1-(=2)+1-0+0-14+2-1=0.

Resolugao:

O

Exercicio 8 O traco de uma matriz quadrada A é a soma dos elementos da diagonal da matriz e € denotado
por tr A. Mostre que se A, B € M, (R) entdo

(A, B) = tr (B'A)

define um produto interno em My (R).
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11.2 Norma

Definicao 37 Se V é um espago euclidiano, definimos para cada w € o nimero ||u|| = \/(u,u). Este valor
é chamado de norma de u.

Observagao 11.2.1 Note que € possivel extrair a raiz quadrada de {(u,u) pois este nimero é ndo negativo.

Exemplo 45 Em R"™, com o produto interno dado por11.1, a norma de x = (x1,...,x,) € dada por

lefl = /a2 + - + a2

Note a norma de x representa o comprimento deste vetor.

Exemplo 46 Em C([a,b];R) com o produto interno definido por(11.2, a norma de f € C([a,b];R) é dada
por

b
171l = / [ (@)]2 do.

Proposigao 48 Seja V' um espago vetorial com um produto interno. Temos
1. ||aul| = |a|l|ull, Vu e V, Va € R;
2. |Jul] >0 VueV;
3. |lu]| = 0 se e somente se u = 0;
4. [, v)| < |lull||v]| Vu,v € V (desigualdade de Cauchy-Schwarz);
5. lu+v| < |ull +||v]| Vu,v € V (desigualdade triangular).
Prova:
L loul| = ou, au) = /o2 (u,u) = |aly/(u,u) = |a] [|ul].

2. Obvio pois a raiz quadrada é nao negativa.

3. Se u =0 entdo |lu]| = /(0,0) = 0.
Reciprocamente, se u # 0 entdo (u,u) > 0 e ||ul| = /{u,u) > 0.

4. Se v =0 entao |(u,0)| =0 = ||ul ||0]]-
Suponha que v # 0. Para todo a € R, temos |Ju + av||?> > 0. Logo,

0 < {u+ av,u+ av) = (u,u) + 2{u,v)a + (v, v)a?

= [lul® + 2a(u, v) + [[v]|*a.

Assim, o discriminante A = 4(u,v)> — 4/Ju|[2[]v||2 < 0, ou seja, (u,v)* < ||u|?||v||%. Extraindo a raiz
quadrada, obtemos |[{u,v)| < |lu| ||v]|.

5. A seguir usaremos a desigualdade de Cauchy-Schwarz
[|u+[[* = (u+v,u+v) = [[u|* +[[v]|* + 2(u, v)
< lul P+ [l + 2l lloll = [[full + [[9]]]*.

Extraindo a raiz quadrada, segue o resultado desejado.



72 CAPITULO 11. ESPACOS EUCLIDIANOS

|
Observe que a desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada ao produto interno do R™ dado por[11.1Inos diz
que
(@1yn+ -+ anyn)® < (@74 207+ )

A mesma desigualdade aplicada ao produto interno em C([a, b, ]; R) fornece

</ab f(z)g(x) dm>2 < /ab[f(x)P dx /ab[g(m)]2 de.

Proposicao 49 (Identidade do Paralelogramo) Sejam u e v vetores de um espago euclidiano. Entdao
lu+ ol + llu = vl = 2(][ull® + [|v]*).
Prova:
lu+vl|* + |lu—v]]* = (u+v,u+v)+ (u—v,u—0v)
= (u,u) + (v,v) + 2{u,v) + (u,u) + (v,v) — 2(u, v)
= 2(u, u) + 2(v,v) = 2(||u]|* + [Jo]|*).
|

A préxima proposicao mostra como se pode obter o produto interno entre dois vetores a partir das normas
de suas soma e diferenca.

Proposigao 50 Sejam u e v vetores de um espaco euclidiano. Entao

lu+]* = u = vl|* = 4(u, v).

Prova:
o olf? — s — oll? = (o + 0,0+ 0) — = 0,0 — )
= <U,U> + <U7U> + 2<u,v> - <’LL,’U,> - <U7U> + 2<U, U>
= 4{u, v).
|
Ex. Resolvido 35 Calcule (u,v) sabendo-se que ||[u+v|| =1 e ||lu—v| =1.
Resolucgao: Temos
1
(w,v) = 7 (llu+ of* = [lu —v][?) = 0.
O

11.3 Distancia
Definigao 38 Num espaco euclidiano V' definimos a distancia entre u,v € V. como
d(u,v) = flu—wvl|.
Resulta da proposigao acima que a distancia satisfaz as seguintes propriedades

Proposicao 51 Num espaco euclidiano V' temos

1. d(u,v) > 0 para todo u,v € V;
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2. d(u,v) =0 se e somente se u = v;
3. d(u,v) = d(v,u);
4. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v) para todo u,v,w € V.

Ex. Resolvido 36 Com relagao ao produto interno[11.1 calcule a distdncia entre os pontos u = (1,1,3,2)
ev=(2,2,1,0) de R*.

Resolugao: Temos

d(u,v) = /(1 -22+(1-22+(B-1)2+(2-02=10
d
Ex. Resolvido 37 Com rela¢do ao produto interno|11.2 calcule a distdncia entre as fungdes sen e cos de
c([o,2m); R)
Resolugao: Temos

2m
d(sen,cos)? = / [senz — cosz|? dx
0

27 27
:/ [sen2x+c032x—2sena:cosx]da::/ [1 —2senxcosz]dx =
0 0

27
=x— sen2x|0 = 2.

Portanto, d(sen,cos) = /2.

11.4 Angulo

Sejam V' um espaco euclidiano e u,v € V ambos nao nulos. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (veja
proposicao 48) temos
—llull vl < (u,v) < [lull o]

ou ainda,
< )
[[ull o]l

Desta forma, existe um tnico nimero real 6 € [0, 7] tal que

cosf = 7{1@1}) .
[[wll lv]]

Este nimero 6 é chamado de dngulo entre os vetores u e v.

Ex. Resolvido 38 Calcule o dngulo entre as fungoes seno e co-seno definidas em [0,2x] com o produto
interno dado por|11.2.

Resolugao:
2m 1 2m
(sen,cos>:/ senx cosz dr = isen2x =0.
0 0

Desta forma, o angulo entre seno e co-seno é 7.
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Ex. Resolvido 39 Sabe-se que |[ul]| = ||v|| =1 e ||u —v|| = 2. Calcule o dngulo entre u e v.
Resolucao: Como ||u — v|| = 2 entdo
4=ju—v|*=(u—0v,u—0)
= Nl + oll — 2u,0) = 2 — 2(u,v).
Assim, (u,v) = —1e

cosf = WU
flul| [Vl

)

ou seja, 0 = 7.

11.5 Ortogonalidade

Definicao 39 Seja V um espaco euclidiano. Dizemos que u,v € V sdo ortogonais se {(u,v) = 0 e, neste
caso, denotaremos ulv.

Diremos que um conjunto S = {u1,...,u,} CV € ortogonal se u; Lu; quando i # j.

Diremos que um conjunto ortogonal S = {u1,...,u,} CV € ortonormal se ||lu;||=1,7=1,...,n.

Exemplo 47 S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R3 é um conjunto ortonormal com relagdo ao produto
interno dado por!|11.1l.

Observagao 11.2.2 Seu =0 ouv =0 entdo ulwv. Seu#0 e v # 0 entdo ulv se e somente se o angulo
entre u e v € w/2.

Observacao 11.2.3 Se S = {u1,...,u,} CV € um conjunto ortogonal com u; #0, j =1,...,n entdo
Ul Un
{— .., —}
[Jun | [[n |

é um congunto ortonormal.

Proposicao 52 Sejam V um espago euclidiano e S = {uy,...,u,} C V um conjunto ortonormal. Entdo
U, ..., U, SG0 linearmente independentes.
Prova: Se

gty 4 -+, =0 (11.3)
entao, tomando o produto interno do vetor acima com u; e lembrando que (u1,u1) = ||uq||* = 1 e (uj,us) =0,
se j =2,...,n, obtemos

ay = ay(ur,ur) + -+ ap (up, ur) = (0,u1) = 0,
isto é, oy = 0, ell1.3lfica
QoUp + - - - + apy, = 0.
Tomando o produto interno do vetor acima com us, obtemos, como acima, que as = 0. Repetindo o processo

chegamos a conclusao que a tnica possibilidade paralll.3/é a3 = -+ = a,, = 0.
|

Observagao 11.3.1 A proposicdo acima continua vdlida se S for apenas um conjunto ortogonal com ele-
mentos nao nulos.

Definicao 40 Se V' € um espaco euclidiano de dimensao n e se uq, ..., u, formam um conjunto ortonormal,
entao diremos que uq, . ..,u, formam uma base ortonormal de V.
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Proposigao 53 Sejam V' um espaco euclidiano que possui uma base ortonormal dada por uq, ..., u,. Entao,
seu €V temos
w = (u,ur)ug + -+ + (U, Up Yty.

Prova: Como uq,...,u, formam uma base de V, existem ay,...,a, € R tais que
U= a1U1 + -+ Qply.
Tomando o produto interno de u com uy, temos
(uyur) = ag(uy,ur) + - + ap{up, u1) = ag,

pois a base é ortonormal. O resultado segue tomando o produto interno de u por us, us, etc.

|
Ex. Resolvido 40 Encontre as coordenadas de (1,1) € R? com relagdo a base formada por (72, %) e
(R -4).
Resolugao: Como a base em questao é ortonormal, pela proposicao anterior, temos que
(1D = (LD, (222, 2 1), (2, -2 (2 -2
’ 27 2 27 2 B ) 27 2
f V2 V2 V2
=2 2055+ 0(*7 —*)
2 2
Desta forma as coordenadas de (1,1) com rela(;ao a base acima sao
V2
B
O
Proposicao 54 Sejam V um espaco euclidiano e U = [uy,...,u,] o subespago gerado por um conjunto
ortonormal S = {uy,...,u,}. Entdo, para qualquer u € V o vetor dado por
v=u— (u,up)ug — - — (U, Up)Up

é ortogonal a todo w € U. Além do mais, v =0 se e somente se u = (u,ur)us + - + (U, Up)Up, isto &, se e
somente se u € [ug, ..., Uyl

Prova: Seja w € U. Podemos escrever w = Z?Zl ajuj. Precisamos mostrar que (w,v) = 0, isto é,
n n . .
(=1 ajuj,v) = >0 aj{uj,v) = 0. Portanto, basta verificar que (u;,v) = 0 para cada j = 1,...,n.
Como ug,...,u, formam um conjunto ortonormal, temos
(ug, v) = (uj,u— (u,ur)ug — - = (u, up)un)

= (uj,u) — (uyu)(uj, ur) — - — (U, un ) (uy, un)
= (uj, u) — (u, uy)(uj, uj) = (uj,u) — (u,u;) =0

Proposicao 55 Sejam S = {uy,...,un} e R={v1,...,v,} conjuntos ortonormais de um espago euclidiano
V tais que [S] = [R]. Entdo, para u € V, temos

(uyug)ug + -+ + (U, up )ty = (w,v1)v1 + -+ + (U, V) Vp.
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Prova: Coloque v = (u,ui)us + -+ + (U, up)ty, € w = (u,v1)vy + -+ - + (U, vy )vy,. Temos

||v—w||2 (v —w,v—w)

<Z Uy Uy )Uj Z(u,vj>vj,z<u,uk>uk - Z(u,vl>vl>

j=1 k=1 =1

= Z u, U; <u,,z Uy Uk YU > - Z (u, u;) <U“Z <u,vl>vl>
i=1 1 i=1 =1
_Z U, v; <UJ’Z U, U YU >+Z<u,vj) <vj,z<u,vl>vl>

j=1 k=1 =1

n n n n

= Z w, ) (u, ug) (ug, ug) ZZ w, ) (u, vy (g, vp)
i=1 k=1 i=1 =1
n n n
-3 Z (u,v7) (y ue) (Vg uk) + > (u,v5) (u, 1) (w5, 00)
j=1k=1 j=11=1
n n n n
= z:<u,u2 QZ (u, v5) (u, uk) (vj, ug) —|—Z (u vj>2 (11.4)
=1 Jj=1k=1 j=1
Como S forma uma base de U = [S] = [R], podemos escrever
Vj = QU1 + -+ Qpjln, i=1...,n
Como |[jvj|| = 1, temos

n n n n n
2
= E QUi E QpjU) E E Qj o (Ui, U) E Qi (11.5)
i=1 k=1 i=1

i=1 k=1
Como (vj,v,) =0 se j # k, temos

n n

= <Z Q5 Usg, ZO&[}JM) = ZZaijalMui,ul) = Zaijaik (116)
i=1 =1 i=1

i=1 [=1

Desta forma, se denotarmos por A a matriz («;;), resulta de [11.6/ e [11.5 que A*A = I, onde I é a matriz
identidade de ordem n. Segue-se que A tem inversa igual a A’. Desta maneira, AA* = I, ou seja,

n 1 . k —_ .
Zaijakj = { r e l (11.7)
= 0, sek#i.

)

Também temos

n
(v, ur) Za”ul,uk Zaij<u¢,uk> = ag;, (11.8)

(u,v;) Za”uz Zaij<u,ui>. (11.9)
i=1
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Del11.7,11.8 e[11.9/, vem que

n n n
ZZ w, ;) (u, ug) (vj, uk) ZZZO‘”O"“J w, ;) {u, ug)
J=1k=1 j=1k=1i=1
n n n n
=3 DD e | () k) =Y (u,ug)? (11.10)
k=1i=1 | j=1 i

Agora,

Jj=1 j=1 i=1 j=1 Li=1
=D > aujong (u, ui){u, ug)
j=11i=1 k=1
ZZ Za”ak] w, ug) (U, up) = Z (u, u5)?. (11.11)
k=11i=1 |j=1 i=1

Comparando [11.4, [1T1.10/ e [11.11, vemos que v = w.

Definigao 41 Sejam S = {uy,...,un} C V um conjunto ortonormal de um espago euclidiano V e U =
[u1,...,up]. Seuw €V, o vetor
(W, ur)ug + - - 4 (U, Up ) Uy

€ chamado de projecao ortogonal de u sobre o subespaco U.

Observacgao 11.11.1 Se v € V' € um vetor ndao nulo entdo S = {HZ—H} é um conjunto ortonormal. Assim,
se u € V, a projegio ortogonal de u sobre [S]| nada mais é do que o vetor

v >L = <U,, U2>U
loll vl

= (u,

o]l

Neste caso, w € chamado de projecao ortogonal de u sobre v.

Ex. Resolvido 41 Com relagdo ao produto interno usual de R3, verifique que os vetores u; = (7 f% %)
e uy = (%, \1[, 0) formam um conjunto ortonormal e encontre a proje¢do ortogonal de u = (2,3,1) sobre o

subespaco gerado por uy € us.

Resolugao: Claramente,

1
2
= — —_ _ = ]_
[ | T3t
¢ 11
2
= — - = ]_.

lall? = 5 +

Também,

< > 1 1 1 1 1
W= B AT A

Assim, a projegdo ortogonal de u = (2,3,1) sobre [u,ug] é

=0.

w = {u, u)uy + (u, ug)us
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1 1 1 1 5
+ 27371a 7a770 77770 = 737a0
(2:3.0). (5. 5 (5. 75.0) = (3,50
O
Ex. Resolvido 42 Considere P3(R) com o produto interno dado por
1
.0 = [ @t de
0
Encontre a projecdo de p(x) = 1+ x + 22 + 23 sobre q(x) = 2% — z.
Resolugao: Temos
1 1 7 3 51
2
g2 :/ (3 fx)zdx:/ (@04 a2? — 2N de =L 42 2
o ) 773 5 |,
112 s
7 3 5 105
1
(p,q) = (1 +x+2*+23 2% —2) :/ (1+z+ 2%+ 2%) (2 — 2)da
0
1
= / (—x — 2% + 2° + 2%) dx = —11/21.
0
Assim a projecao ortogonal de p(z) sobre g(x) é
11105, 5, . 55,
r(z) = 51 8 (27 —2) = 3 (z° — x).
O

11.6 Processo de Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

A demonstracdo do préoximo teorema fornece um método para se conseguir uma base ortonormal de um
espago euclidiano a partir de uma base dada.

Teorema 10 Todo espaco euclidiano de dimensao finita possui uma base ortonormal.

Prova: A prova ¢é por inducdo sobre a dimensao do espacgo.
Seja V' um espago euclidiano de dimensao finita. Se dimV = 1 entdo existe v; € V, tal que V = [v1].
Como v; # 0, tomamos
U1

e

uy

e, dessa forma, {u;} é um conjunto ortonormal e V' = [uy], ou seja, u; forma uma base ortonormal de V.
Se dimV = 2 entdo existem vy,v9 € V tais que V = [v1, v2]. Coloque
U1

U] = 7—-.
F
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Nosso trabalho se resume em encontrar um vetor ortogonal a u; e que tenha norma 1. Primeiramente vamos
encontrar um vetor ortogonal a u;. Ora, pela proposicao [54, basta tomarmos uh = vo — (v2,u;)u;. Note que
uh # 0, pois vy e vy s@o linearmente independentes. Resta agora normalizar u}, isto é, definimos

us

U =
I

e entao

V1 V2 — <U2, u1>U1
= — e Uy =

[[o]] l[va = (v2, u1)ua |
formam uma base ortonormal de V.

Dado n € N, suponha que tenhamos provado o teorema para todos os espacos euclidianos de dimensao
n — 1. Queremos provar que o mesmo ¢é verdade para todo espaco euclidiano de dimensao n.

Se dimV = n > 2 entdo existem vy, . .., v, que formam uma base de V. Note que U = [v1,...,v,_1] é um
subespago de V' de dimensao n — 1. Desse modo, usando a nossa hipdtese de indugao, é possivel tomar uma
base ortonormal de U. Chamemos estes vetores da base ortonormal de U por uy,...,u,—1. Como v, ¢ U
entao, pela proposicao 54, o vetor

Uy

Uy, = Up — (Un, U1 )us — -+ = (U, Un—1)Up—1
é ndo nulo e ortogonal a todos os elementos de U (portanto, ortogonal a uj,--- ,u,—1). Para finalizar,
tomamos como base de V' os vetores

uly' o 7un—17un
onde ,
Uy Un— (U, ur)ur — -+ = (Vp, Up_1)Un_1
Up = = = .
unll llon = (on, ur)un — -+ = (v, Un—1)un 1|

Observagao 11.11.2 No caso de um espago euclidiano tridimensional, se vy, vo,vs formam uma base, entao
uma base ortonormal para este espaco pode ser dada por
v1 _vg — (v, un)uy v3 — (v3,u1)ur — (v3, Uz) U2
[vs — (s, ur)ur — (v, u)usl|

Uy = 57— Uz = e Uz =
Joa]l” vz = (va, ur)ur |

Ex. Resolvido 43 Encontre uma base ortonormal de P2(R) com o produto interno (p,q) = fol p(x)g(x) d.

Resolugao: Usaremos o processo de Gram-Schmidt para construir uma base ortonormal a partir da base
formada pelos polinémios 1,z e z2. Temos
1
11 :/ 12dz =1
0

e colocamos p;(x) = 1. Seguindo o processo, definimos

x— (xz, 11

S PR

onde

DN =

1
1
o ||x—<x,1)1||2:/ (r— 2ap= L.
s T 12

. Por fim, colocamos

(x,1) :/0 xdr =
Assim, po(z) = V12(z — 1) = V3(22 - 1

_ 2?2 — (22 1)1 — (22,322 — 1))V/3(22 — 1)
22 = (22, 1)1 — (22,v/3(22 — 1))v3(2x = D)||

~—

p3(z)
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onde ) )

1

<x2,1>:/ a:2dx:§, <x2’\/§(2x_1)>:\/§/ m2(2x—1)dac=§
0 0
¢ 1
2% = (2, 1)1 = (2%, V3(22 = D)VB2e = D|* = [|2* — 2+ £||* =
1

Y A L P

—/0(1: x+6) dx—lgo.
Assim,

po(e) = VIR — w4 ) =

Desta forma, uma base ortonormal para Pa(R) é dada por

V5(62% — 624 1).

pi(x) =1, pa(z) = V3(2z —1) e ps(x) =V5(62% — 62 +1).

Ex. Resolvido 44 Encontre uma base ortonormal para W = {(z,y,2) € R3;x — 2y = 0}.
Resolucao: Note que (z,y,2) € W se e somente se
(x7 y’ Z) = (2y7 y’ Z) = y(2’ 1’ 0) + Z(O7 0’ ]‘)'

Desta forma (2,1,0) e (0,0,1) formam uma base de W. Tomaremos como u; = (0,0, 1), pois este vetor é
unitdrio (tem norma 1). Pelo processo de Gram-Schmidt, ug é a projegéo ortogonal unitdria de (2,1, 0) sobre
u1, isto é

Ex. Resolvido 45 Encontre uma base ortonormal para W = {(z,y,2,t) € Rz +y+ 2+t =0}.

Resolugao: Temos que (x,y, z,t) € W se somente se

($7y72at) = (_y_z_tyyvzat)
- y(_17 1a Oa 0) + Z(_1707 1a O) + t(_la 0707 1)

Como (—1,1,0,0), (—1,0,1,0) e (—1,0,0, 1) sao linearmente independentes, segue-se que formam uma base
para W. Coloquemos
(-1,1,0,0) 1 1

U = o = (= —=, —=,0,0).
”(_LLO’O)H 2 \/i
( 1 0,1,0) <( 17031;0)7(*%;%7070»(7%7%7070)
U2
||( 1a05 170) - <(_1a0a 150)7 (_%a %7070 >(_%7 %70a0)”
(-1,-1,1,0) 1
=2 20 (] -1,2,0).
I(=3,—5.L0)l 6
u (—1,0,0,1) — <( 1 O 0 1) U1>U1 — <(—1,0,0,1),U,2>U2
3 =

||(*1,0,0,1) <( 1 O O 1) U1>7.L1 - <(*130a0’1)7u2>u2”
onde

((=1,0,0,1),u1) = ((—1,0,0,1), (— —,0,0)) =
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1 1

((=1,0,0,1),u2) = ((-1,0,0,1), %(_1, ~1,2,0)) = NG

Assim,

(—1,0,0,1) <( 0 )U1>U1 <(—1,0,0,1),UQ>UQ

=(-1,0,0,1) — i( L i O)—ii(—l -1,2,0)
VO RVOA f veve T

1 1 1 1 1 1

= (-1,0,0,1) 4 (3, 50,0 + (g, 5. -3, 0) = (~3,~3, 5. 1).

Desta forma,

11 1
_ (5-5-5) 1 -1 1.1
(=3, —3 -5 DI 2 33 3

1)

11.7 Complemento Ortogonal

Definigao 42 Sejam V um espago euclidiano e U um subespago vetorial de V. O complemento ortogonal de
U € o conjunto
L={veV;uv)=0, YueU}

Proposicao 56 U+t ¢é um subespaco vetorial de V.
Prova: Temos 0 € U+ pois (0,u) = 0 para todo u € U. Se v,w € U+ e a € R, entdo para todo u € U, temos
(v 4+ aw,u) = (v,u) + a{w,u) = 0.

Portanto, v + aw € U*.
|

Observacao 11.11.3 Se V tem dimensdo finita entdo v € U+ se e somente se u € ortogonal a todos os
vetores de uma base qualquer de U.

Ex. Resolvido 46 Encontre U+ se U = {(z,y,2) € R* 2z —y — z = 0}.

Resolucao: Temos (z,y,2) € U se somente se (z,y,2) = (y + z,9,2) = y(1,1,0) + 2(1,0,1). Vemos que
(1,1,0) e (1,0,1) formam uma base para U.
Assim, (z,y,2) € UL se somente se

<(z,y,z),(1,1,0)> =0 € <(I3y7z)a(17071)> =0,

ou seja,

rz+y=0
= (z,y,2) = (1, —1, —1).
{HZ:O (9,2) = (1,1, -1)
Assim,

Ul = [(L _17_1)]'

O

Teorema 11 Sejam V um espaco euclidiano de dimensao finita e U um subespaco vetorial de V. Entdo
V=UesU"'.

Prova: Dado v € V, seja w a projegdo ortogonal de v sobre U. Temos v = w + (v — w) e pela proposicao 54,
w € U e para todo u € U, (v — w,u) =0, ou seja, v € U + U~.
Agora, se u € UNU* entdo (u,u) = 0 e, portanto, u = 0.
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11.8 Isometria

Definigao 43 Sejam U eV espagos euclidianos. Dizemos que T € L(U,V) € uma isometria se (T (u1),T (ug))
= (uy,us) para todo uy,us € U.

Observagao 11.11.4 Note que os produtos internos acima, embora representados pelo mesmo simbolo, sao
produtos internos de V' e de U, respectivamente.

Exemplo 48 (rotacao) T : R? — R? dada por
T(x,y) = (xcosf —ysend, zsend + ysen o)
€ uma isometria, onde 6 € R.

De fato,
(T(x1,y1), T(22,y2))

= {(z1cos0 —yrsen, x1 senf + y; sen ), (x5 cos — ya sen b, xo sen d + yo sen 9))

= x129(cos? O + sen %) — yyz2(— cos O sen § + cos O sen )
— z1y2(cos O sen § — cos @ sen ) + y1y2(cos? @ + sen 26)
= r172 + y1y2 = ((T1,91), (T2, 92))-
Teorema 12 Sejam U,V espacos euclidianos e T € L(U,V). Sao equivalentes:
1. T € uma isometria;
2. ||T(w)|| = |Jul| para todo u € U,
3. || T(u) = TW)|| = |lu—v| para todo u,v € U;

4. Se{uq,...,un} € um conjunto ortonormal de U entdo {T(u1),..., T(un)} € um conjunto ortonormal
de V.

Prova: (1 = 2) Como T é uma isometria temos que (T'(u), T'(v)) = (u, v) para todo u,v € U. Em particular,
tomando u = v, obtemos
IT(@)II* = (T(u), T(w)) = (u,u) = [|ul]?,

ou seja, [|T'(w)|| = |lull.
(2 = 3) Para todo u,v € U, temos

1T (u) = T@)|| = T (u=0)| = lu—wv].
(3 = 1) Note que
1T (w) + Tl = T (u) = T(=v)|| = [lu = (=v)[| = [[u+v].

Pela proposigao 50, temos

(T(w), T(v)) = i(IIT(U) +T () = 1T (u) = T()|?)

1 2 2\ _
= e+ 0)[* = flu = v)II") = (u,0).
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(1= 4) Se {u1,...,un} é um conjunto ortonormal de U entdo, como T é uma isometria, temos

1, seit=3

(7). ) = (ws,;) = {0 i

ou seja, {T'(u1),...,T(u,)} é um conjunto ortonormal.
(4 = 1) Seja uy, . .., u, uma base ortonormal de U. Por hipétese, T (u1), - .., T(u,) formam um conjunto
ortonormal. Dados u,v € U, escrevemos

U= QU1 + -+ Uy

U:ﬁ1U1+"‘+5nun

e obtemos

(T(u),T(v)) = (Z o T'(uq), Z BiT(u)) = > > i (T(us), T(uy))

i=1 i=1 j=1

n
= aiBi.
i=1
Por outro lado,

(u,v) = <Zaiui>Zﬁjuj> =3 @iBi(uiuy)

i=1 j=1

n
= B
i=1

Comparando as expressoes acima, concluimos que T é uma isometria.

Corolario 7 Se T € L(U,V) é uma isometria entio T é injetora.

Prova: Basta ver que se T(u) = 0 entéo |lu|| = ||T(u)| = 0, portanto, u = 0.

Corolario 8 Se T € L(U,V) € uma isometria e dimU = dim V' entdo T é um isomorfismo.
Prova: Como U e V tém a mesma dimensao e T é injetora, segue-se que 7' é uma bijegao, isto é, um
isomorfismo.

Ex. Resolvido 47 Seja T € R? tal que a matriz de T som relagdo a uma base ortonormal de R? ¢ dada
por
1 2
(2 3)

Resolugao: Vejamos, se u,v é uma base ortonormal de R? e

(¢ 3

T € uma isometria?
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¢ a matriz de uma isometria S com relacdo a esta base entdo pelo teorema anterior ||S(u)| = ||S(v)|| = 1.
Além do mais, (S(u),S(v)) = 0. Como S(u) = au + cv e S(v) = bu + dv, terfamos

a2+ =1
bV +d?=1
ab+cd=0

Deste modo, T' ndo pode se uma isometria pois, por exemplo, 12 422 =5 £ 1.

11.9 Operador Auto-adjunto

Definigao 44 Sejam U um espago euclidiano e T € L(U). Dizemos que T € um operador auto-adjunto se
(T(u),v) = (u, T(v)) para todo u,v € U.

Ex. Resolvido 48 Seja T € L(R?) dado por T(z,y) = (ax + by, bx + cy). Verifique que T é um operador
auto-adjunto.

Resolugao: Temos
(T(,y), (2,0)) = {(az + by, bx + cy), (2,£)) = azz + byz + bat + cyt.

Por outro lado,
((z,y),T(z,t)) = {(z,y), (az + bt, bz + ct)) = axz + bzt + byz + cyt.

Comparando as expressoes vemos que

(T(z,9), (1)) = ((2,9),T(2,1)).

O
Note que a matriz do operador do exemplo anterior com relacao a base canénica é uma matriz simétrica.
Isto, como diz o préximo teorema, nao é uma simples coincidéncia.

Teorema 13 Seja U um espago euclidiano de dimensao finita. Entdo, um operadorT € L(U) é auto-adjunto
se e somente se a matriz de T com rela¢do a uma base ortonormal de U for simétrica.

Prova: Suponha que T' seja auto-adjunto e seja A = (a;;) a matriz de T' com relagdo a alguma base
ortonormal de U. Queremos mostrar que a;; = a;;. Se U1, ..., U, 530 os vetores de uma tal base, temos

T(ug) = argur + -+ + Gngtin, (11.12)

paratodo k=1,...,n.Se 1,5 € {1,...,n} entdo tomando o produto interno deI1.12/com k = i com o vetor
u;, obtemos
<T(ui),uj = a1i<u1,uj> + -+ am-<un,uj> = Qjj- (1113)

Por outro lado, tomando o produto interno de u; com T'(u;) temos
(i, T(uy)) = ayj(ui, ur) 4 -+ - + anj (Ui un) = aij.
Como T' é auto-adjunto, segue-se que a;; = a;.
Reciprocamente, suponha que a matriz (a;;) de T' com relagdo a uma base ortonormal, uq,...,u, seja

simétrica. Devemos mostrar que (T'(u),v) = (u, T (v)). Note que se

U= U1 + -+ Uy
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v=[rur + -+ Bpln,
entao, como o produto interno é linear em cada varidvel e a base acima é ortonormal, temos

n

(T'(u),v) = <Z%T(Ui)72ﬁjuy‘> =D aiB(T(u), uy)

i=1j=1
e, analogamente,

(u, T(v)) = il (ui, T(uy)).
j=1

Desta forma, basta mostrar que (T'(u;),u;) = (u;, T'(u;)). Como (a;;) é a matriz de T' com relagao a esta
base, temos por 11.12 que a;; = (u;, T'(u;)) e aj; = (T'(w;),u;j) e como a matriz é simétrica obtemos que

(T(ui), uj) = (ui, T(uy)),

como queriamos.

Teorema 14 Se T € L(U) € um operador auto-adjunto e se X e u sGo autovalores distintos de T entdo os
autovetores correspondentes sao ortogonais.

Prova: Sejam u e v autovetores correspondentes a A e u respectivamente. Temos

(A = p){u,v) = (M, v) = (u, po) = (T'(u),v) = (u, T(v)) = 0

pois T é auto-adjunto. Como A # pu, segue-se que (u,v) = 0.
|
Finalizamos este capitulo com o seguinte resultado que provaremos apenas no caso bidimensional. O caso
unidimensional é trivial. Para a prova no caso geral, indicamos a leitura do livro Algebm Linear, de Elon L.
Lima, Colecao Matemdtica Universitaria.

Teorema 15 Sejam U um espaco euclidiano de dimensdo finita e T € L(U) um operador auto-adjunto.
Entao existe uma base ortonormal de U formada por autovetores de T. Note que todo operador auto-adjunto
€ diagonalizdvel.

Prova do caso bidimensional: Seja u,v uma base ortonormal de U. Sabemos pelo teorema [13 que a
matriz de T é simétrica, ou seja, da forma
a b
A= .

Desta forma, o polinémio caracteristico de T' é da forma

pr(z) = 22 — (a + ¢)x + ac — b2
Como
(a+¢)* —4(ac —b*) = a® +b* —2ac+4b* = (a — ¢)* +4b* > 0

vemos que pr(z) s6 apresenta raizes reais. Se a = ¢ e b = 0 entdo A = al e a prépria base u, v serve para
provar o teorema.

Agora, se a # ¢ ou b # 0 entdo pr(z) possui duas rafzes reais distintas, isto é, T apresenta dois
autovalores distintos. Pelo teorema [14] os autovetores correspondentes sao ortogonais. Basta tomar como
base dois autovetores unitarios correspondentes a cada um dos autovalores.



Indice Remissivo

angulo entre vetores, [125

automorfismo, [78
autovalor, 93
autovetor, 93

base, 133
ortonormal, [127
base dual, 67

complemento ortogonal, [137
composta, 68
conjunto
ortogonal, [126
ortonormal, [1206
coordenada, 41

dimensao
da soma de subespacos, [37
de um espago vetorial, 35
distancia, [124

espaco dual, (66

espago vetorial
definicao, 9

espagos isomorfos, [78

forma canénica de Jordan, [115
funcional linear, |66

gerador, 22

imagem, 71
imagem inversa, [71
isometria, [138
isomorfismo, 78

lista de exercicios
primeira, 149
quarta, [159
quinta, [163
sétima, [171
segunda, (151

86

sexta, 167
sobre sistemas lineares, [145
terceira, [155

matriz
de mudancga de base, 46
diagonalizavel, [104
matriz diagonal, 103
multiplicidade
algébrica, 101
geométrica, 93

nucleo, [72
norma, (122

operador
auto-adjunto, 141
ortogonalidade, [126

polindmio caracteristico, 99

de uma transformacao linear, [100
produto interno, 119
projecao ortogonal, [131

subespacgo proéprio, 93
subespago vetorial
definigao, [15
gerador, [22
soma de, [17
soma direta de, [18

teorema
do completamento, 36
do nicleo e da imagem, [73
transformagao
bijetora, [70
diagonalizavel, 103
idempotente, [77
injetora, |70
linear, 63
matriz de uma, 81
nilpotente, [68
sobrejetora, [70



